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Soustava linedrnich rovnic

Kdyz se fekne vyresme soustavu rovnic mysli se tim, Ze najdeme
. T o qwos
takové hodnoty vektoru x = [z1, %2, ..., zn] ", které spliujit:

Fy (z1,22,..,2y) = 0
Fs (z1,x2,...,2N) 0 W
Fy (z1,22,...,zy) = 0
tedy
F (x) = 0. (2)

!Casto se najde feseni, které je ,jen“ velmi blizko tohoto stavu.
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Soustava linedrnich rovnic

Soustavou linedrnich rovnic myslime takovou to soustavu, ktera
lze prepsat do tohoto tvaru:

anry + appr: + azrs3 + + ainzy = b

a21x1 + axr2 + axrz + + anTN = by
+ + + + =

anN1Z1 + anoxe2 + ansrs + + anynIN = by

(3)
V této soustavé jsou a;; koeficienty u neznamych x; v rfadce s
pravou stranou rovnou b;. Takovato soustava lze pfepsat do
maticového tvaru

Ax =b. (4)
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(Gaussovo eliminace

V zasadé se metody TeSeni soustavy linearnich rovnic déli na
piimé a iteracni.
» Jako pfimou uvedmé klasickou Gaussovu eliminaci http://
cs.wikipedia.org/wiki/Soustava_linedrnich_rovnic.

» Princip je takovy, Ze se matice A se pfevede na horni
trojahelnikovou matici a pak se dopocitaji hodnoty
neznamych.

» Doporucuji se seznamit s terminy jako, podminénost
matice, pozitivné definitni matice, fidka matice atd?. Pfi
FeSeni velkych soustav rovnic se jesté uplatiiuje spousta
vychytavek, jako pfehézeni radki atd.

20pé&t doporuduji www.google.com
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Jakobiova metoda

Ukazme Jakobiovu metodu? jako jednu z itera¢nich. Obzvlasté

se hodi v piipadé, 7e je matice A Fidka?.

Zde uvedme jednu metodu a to Jakobiovu. Sestavime
posloupnost fesenich x() — x(@ — x3) — . pomoci
nésledujici formule

N

1

$§k+1) = — bz — Z a”xgk) pro 7= ]., 2, e ,N.
it J=1G#0)

Vypocet ukonéime iteraci pro niz bude platit napiiklad, Ze

%)

9

-] <«

kde € je malé ¢islo.

3Po tplny piehled metod odkazme na www.google.com
4To u MKP analyz byva ¢asté
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Princip

Itera¢ni piistup. Jde o to stanovit takovou posloupnost
x(F+1) = x (k) 4 oK) q(k), (7)

ktera konverguje k feSeni.
» x(k*1) je vektor neznamych pro krok k + 1
» x(*) je vektor neznamych v kroku k

a®) je tzv. délka kroku (step length)

» d®) je smér prohledavani (search direction).

v

Nejprve se vzdy urcéi smér prohledavani a pak se provede
jednorozmérné minimalizace, tak aby se vhodnou volbou
parametru a*) dosahlo co nejmensi funkéni hodnoty.
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Jakobian

Kli¢ k feSeni tedy tkvi v nalezeni sméru hledani d®). Zakladni
mySslenkou je tvaha, zac¢inajici jako mnoho matematickych tvah

Taylorovym rozvojem. Provedme Tayloriiv rozvoj kolem bodu
(k+1)
X

F(x(k) + d(k)) - F(x(k)) + JT(X(k))d(k’)’ (8)

kde J je tzv. Jakobian soustavy

OF,  OF OFN
o1 o1 T o0x1
on oh | O
Jx)=| 7 T S (9)
O OF, OFN
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Stanoveni sméru
prohledavani

K néasledujicimu vztahu se dojde po jednoduché tvaze a to, Ze si
fekneme, Ze néasledujici krok jsme v bodé feSeni. CoZ je pomérné
dulezity predpoklad, z matematického pohledu na véc tim
fikame, Ze vSe bude pravdépodobné fungovat velmi dobie v okoli
bodu feseni. Touto Gvahou dostaneme

0 = F(x*)) + JT(x*)Hq®k (10)

a tedy
ITxFHYd®) = —F(x0). (11)

Metody FeSeni Soustavy nelinearnich rovnic

11/16



Newtonova metoda

> V tuhle chvili mame v podstaté nadefinovany proces
hledani feSeni soustavy klasickou Newtonovo metodou.

» Jests se musi vhodné odhadnout zacatek procesu, tedy x(©).
Opét upozornime na tvahu, ze vSe dobfe funguje v okoli
bodu feseni®, ¢li odhad pocateéniho vektoru feseni je
extrémné dulezity.

» Pozorny ¢tenér si jisté v8imne, Ze vypocet sméru hledani
pomoci Jakobidnu soustavy v sobé skryvéa nebezpeci. V
ur¢itém kroku reSeni nemusi Jakobidn soustavy byt
pozitivné definitni matice, nebo to muze byt velmi Spatné
podminéna matice a soustava (11) nemusi byt fesitelna.

5Co presné je okoli? Nikdo ve skute¢nosti nevi.
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Newtonova metoda

1. Odhadnout x(® 7z toho vypocitat hodnotu F(x(?)).
2. Vypodcitat Jakobian J(x(®)).
3. Test konvergence § je malé ¢islo. Pokud
IF(x™)]2 <6 (12)
je konec vypoctu, pokud podminka neni splnéna pokracuje se dal.

4. ReSime soustavu linedrnich rovnic a tim ziskdme smér hledani

(J(x(k)))T d® = —F(x®). (13)

ot

. Nastavime k = k + 1, vytvoifime vektor neznamych pro dalsi krok
x(F+D) = x(®) 1 d(®) a pokracujeme na krok 2.
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Broydenova metoda

» S fakty uvedenymi v odstavci o Newtonové metodé a
nevhodném Jakobianu se zabyvalo spousty védcu a
matematikt po celém svété.

» 7 tohoto divodu byly vytvoreny kvazi-Newtonovské
metody.

» Jedno Fedeni navrhl jisty pan Broyden®. Ten odvodil formuli
pro postupné dopocitavani aproximace Jakobidnu ve tvaru

((F(x(k)) _ F(X(kfl))) _ B(k)d(k)) d)
(d<k>)T d®) '

Matice B nahrazuje JT. Matice B(®) je obvyklle rovna I.

SMimochodem tenhle pan Broyden je druhé pismeno v nazvu
optimaliza¢ni metody LBFGS = Limited memory
Broyden—Fletcher—Goldfarb—Shanno, ktera je implementovana do programu
OptiSLang.
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Broydenova metoda

1. Odhadnout x(9 z toho vypoé&itat hodnotu F(x(o))A

2. Vytvofit aproximaci Jakobidnu

2.1 Pokud je k = 0 odhadnout B(9) (B(O) =1 nebo B(®) = J(x(o))
2.2 Pokud je k > 0. Vypocitat F(x(k)) a stanovit aproximaci Jakobianu ze vztahu

((F(x(k)) _ F(x(k—l))) _ B(k—l)d(k—l)) (d(k=1HT

(k) — g(k=1)
B\ =B + o (15)
(d(k—l)) da(k—1)
3. Test konvergence, § je malé &islo. Pokud
k
IF G2 < 6 (16)
je konec vypoctu, pokud podminka neni spln&na pokracuje se dal.
4. Resfme soustavu linearnich rovnic a tim zfskame smér hledant
T gy _ (k)
B d = -Fx'"/). (17)
5. Nastavime k = k + 1, vytvofime vektor neznamych pro dalsi krok
x(k+1) = x (k) + dk) o pokracujeme na krok 2.
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Tato prezentace je spolufinancovana Evropskym socialnim
fondem a statnim rozpoctem Ceské republiky v ramci projektu
¢. CZ.1.07/2.2.00/28.0206
sInovace vyuky podporena praxi®.
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