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Rovnice matematické teorie pruznosti
Predpokladdame homogenni, izotropni a linedrni material, malé deformace.
Jednoos& napjatost

Cauchyho podminky rovnovahy

%9, x =0 [Nm™]
X

Geometrické rovnice
Konstitutivni vztah

oc=Es [Nm?]
Tenzorovy zapis pro prostorovou napjatost

Cauchyho podminky rovnovahy

oo
—L+X,=0
28
Geometrické rovnice
_Lfow o
T2l ok, ox
Konstitutivni vztah
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Maticovy zapis pro obecnou (3D) prostorovou napjatost

Vektor posuvi
u=[u,u,u,]"
Vektor napéti
c =[(7X,Gy,0'2,rx,z'y,z'z]T
Vektor deformaci
e=le.e,. 6,707 7.1
Vektor objemovych sil

b=[X.Y,Z]"
Matice diferencialnich operatora
99 0 o 2 9
OX oz oy
o=lo % o0 2 o 2
oy 0z OX
o o0 2 9 9 4
i 0z oy OX i
Matice materidlové tuhosti (matice elastickych konstant)
[1-v v v 0 0 0]
v 1-v v 0 0 0
D E 1% v 1-v 0 0 O
S @+v)@-2v){ 0 0 0 G 0 0
0 0 0 0 G O
0 0 0 0 0 G

kde E je Younguv modul pruznosti v t_ahu, v je Poissonovo ¢islo a G je smykovy modul,
ktery lze (pro izotropni material) vyjadfit jako

_E
T 21+v)
Cauchyho podminky rovnovahy
Pc+b=0
Geometrické rovnice
e=®'u

Konstitutivni vztah
(v nasem piipadé zobecnény Hookeliv zakon)
¢ =Deg

Mame tedy celkem 15 rovnic pro 15 neznamych slozek. K tomu, aby existovalo pravé jedno
presné feSeni u(x),xeQ s hranici T'=0Q, je dale nutné definovat ptislusné okrajové
podminky (v pfipad¢ statického problému) — v nasem piipadé geometrické okrajové
podminky

u=u, xel,

kde u jsou konkrétni hodnoty posunuti na zvolené &sti hranice T, .



Princip virtualnich praci — PVP
Virtualni prace oU vykonand vnitinimi silami je rovna virtualni prdaci SW vykonané
vnéjsimi silami.
oU =W
Princip virtualnich sil - PVs
Obecné neni vhodny pro odvozeni metody konecnych prvk.
Princip virtualnich posuvii — PVp

Pro virtualni posuvy
su=[su,,éu,,6u,]
kterym odpovidaji virtualni pretvoreni
ot =[0e,,0¢,,0¢,,07,,y,, 5, I’
Ize PVP zapsat takto
[seT6dQ = [suTbdQ+ [ Supdl
Q Q T

ouU oW

kde
_[ 5e' odQ
Q
je virtualni prace vnitinich sil
[suTbd@
Q
je virtualni prace (vnéjSich) objemovych sil
I ou'pdr
r
je virtualni prace (vngjsich) povrchovych sil.
Vektor sil na povrchu (nenulovy na ¢asti I') ) 1ze podobné jako objemove sily zapsat ve forme

p=[p.p, P.I"



Diskretizace

Nebudeme hledat piesné feSeni U definované na oblasti Q s hranici I', ale jen pfiblizné.
Danou oblast Q rozdélime (diskretizujeme) na kone¢ny pocet podoblasti (prvkii, elementit)
Q,, které maji spole¢né hrany a uzly.

m
Q~Q= Z;Q j
J:
Vznikne tedy kone¢noprvkova sit’s m prvky, n uzly a rovnéz s hranici rozdélenou na r hran

r

r~C=)T,

k=1

Pfiblizné teSeni pak hleddme ve tvaru funkce aproximované pomoci hodnot posuvi ¢, V
uzlech sité.
3n
u~ Z N;g; = Nq
i=1
Pozor! Pocet tzv. zobecnénych soufadnic . je 3n, nebot’ pracujeme se tfemi slozkami

posunt (U,, U, a u,) v kazdém uzlu, tj. i -ty uzel bude mit posuvy o€islované takto

[ux7uy’uz]T = [Q3i72:Q3i71’ q3i]T
Pozn. Pokud by se jednalo o typ prvku, ve kterém jsou posuvy u aproximované i pomoci
hodnot nato¢eni v uzlech, bude celkovy pocet zobecnénych soufadnic vetsi, takze napt. 6n
Vv pfipadé 3 posuvt a 3 natoceni v kazdém uzlu.

Dalsi veli¢iny pak miiZzeme vyjadfit pomoci takto zvolené aproximace jako
e=®u~® Nq=Bq
=B
¢ =De=DBq

Virtualni posuvy pak budou

ou~=Nog+oNg=Ndq = ON
a virtudlni pfetvofeni budou

oe =~Boq+oBq=Bdq = oB=0

I
o



PVP mlzeme pouzit i na feSeni dynamické ulohy (¢asové zavislé), nebot’ do objemovych sil
lze zahrnout 1 sily setrvacné. Na zdklad¢ d'Alambertova principu lze psat (bez uvazovani
dalsich objemovych sil, jako jsou gravitacni, elektromagnetické apod.)

2 -
b:—paT(u) =—pu

kde p je materidlova hustota.

Pro zrychleni lze rovnéz vyuzit zvolenou aproximaci, a tudiz

U~ Nd
Pozor! V piipadé dynamické ulohy je ale nutné pfipojit i piislusné pocatecni podminky pro

rychlosti u~(q.

Dosazenim do PVP (a ptevedenim vSech ¢lenti na levou stranu) pak dostaneme

59 i{j B'odQ+q | pNTNdQ}i{ | NTde} =0

i=1 Q; k=1 Iy

Protoze tato rovnost musi byt splnéna pro libovolné nenulové virtualni posunuti 5q, musi byt
nulovy vyraz v hranatych zavorkach. Dostaneme tedy soustavu 3n rovnic

il{q ijTNdQ}+i{jBTch};{INTde}

Po dosazeni Hookeova z&kona za ¢ a vytknuti g pied (resp. za) integral dostaneme

N M; ) . K; ) Fi
>4 [ ANTNAQ [g+| D4 [ BTDBAQ{ |g=>"1 [ N"pdr
=1 | = | g k=1 |1,
M K F
nebo-li
Mag+Kq=F
coZ je soustava 3n algebraickych rovnic, kde
M = [ pN"NdO
Q
oznac¢uje matici hmotnosti [3nx3n],
K = [B"DBdQ
Q
matici tuhosti [3nx3n] a
F= j N"pdl
r

vektor zobecnénych sil [3nx1]. Veli¢iny s indexem | se vztahuji jen k danému j -tému
prvku.



V ptipadé statické ulohy, kdy zanedbavame setrvacné ucinky, se soustava déle zjednodusi na
Kg=F
Resenim je pak vektor
qg=K'F
z kterého 1ze pomoci vyse zvolenych aproximaci vy¢islit veskeré veli¢iny (U, €, ¢ a dalsi) v
celé diskretizované oblasti Q.

Vzhledem ke zpusobu diskretizace uvazované oblasti Q@ je vhodné provést priislusnou
diskretizaci i1 pro aproximacni funkce N, . Protoze se veliciny M, K a F integruji zvlast’ pres
dané podoblasti (prvky) resp. jejich hranice, je v tom nejjednodussim piipadé vyhodné volit
aproximacni funkce jako spojité a po Castech linedrni funkce a navic tak, aby mély nenulové
hodnoty jen v pfislusném uzlu (idedlné hodnotu 1) a ve vSech okolnich uzlech hodnotu nula
(trojahelnikové funkce).

Ale pozor! Vlastnosti matice tuhosti (konkrétné hodnost) charakterizuji statickou uréitost ¢i
neuréitost systému. Inverzni matice k matici tuhosti sestavené timto postupem nikdy
neexistuje — soustava rovnic neni jednozna¢né feSitelna — téleso je nedostateéné uchyceno v
prostoru. Aby tedy bylo mozné matici tuhosti invertovat, je nyni nutné aplikovat na tuto
soustavu rovnic zadané okrajové podminky — nékteré hodnoty q totiz zname. Pokud se jedna

o nejjednodussi pripad, kdy jsou zadany homogenni okrajové podminky, tj. g, =0 ve
zvolenych uzlech a smérech, mizeme piisluSné fadky soustavy vyskrtnout (a rovnéz sloupce
matice tuhosti) a nova matice tuhosti jiz invertovatelna je.



Rovinny trojuhelnikovy prvek

Piedpokladejme, Ze feSime ulohu télesa ve stavu rovinné napjatosti v roviné Xy, tj.
o, =1,=1,=0. Diskretizaci plosné¢ oblasti Q provedeme pomoci trojuhelnikovych prvki

Q; se 3 uzly, tj. jen ve vrcholech. Ozna¢me hodnoty posunuti v uzlech prvku napiiklad takto
q; =[05. 9y, 95,95, 9. 9,1 =[0,. 0. 0. 0. A, 0 1

Na kazdém trojuhelniku x e, budeme piedpoklidat rozlozeni pole posuvi ve formé

bilinearni funkce

2]
a'2
u(x, +a,Xx+a 1 x
U= (%) _ a+a, 3Y _ y d, _ Aa
v(X,Y) a, +ax+agy 1 x ylla,
8
|3 |
Konkrétné pro hodnoty posuvtl v uzlech musi potom platit
Oa I x W &
Oy I X Y|a&
. 1 x —
qj = | = ? y2 a3 = Aa
qd 1 X2 y2 a4
Qe 1 X Y 8
_qf J L 1 X3 Y3 || 8 |
a nezndmé koeficienty proto mizeme pro kazdy prvek urcit jako
a=A q,

Vektor deformaci jsme vyse odvodili v této forme
e=®u~®'Nq, =Bq,
=B
a pro tento typ prvku jej pak lze urcit nasledovné

8



_ o _ _g _
OX 19)4
X u(x,
ele |- 2 || 2 {( y)}:q;u
y oy oy [LV(XY)
Sl o8
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ox a,
1 x
e=| 2 y % —@TAa=
oy 1 x ylla,
o 9 a
L0y X | 3 |
o
a
010 2
g= 0 % |_@TAA 'q,=®'Nq,
0010 % N .
as
| &
Vektor napéti je pak
[ E vE )
2 2
o, 1—|1E/ 1—Ev g,
14
6=|0, |= 107 1,7 &, :Ds:Dqu
Z-z G 7/2

A kone¢né matice tuhosti prvku [2nx2n] (zde n=3) je
K; = [ B'DBdQ
Q
Obdobnym zplisobem lze ziskat i matici hmotnosti a vektor zobecnénych sil.

Volba bilinearnich aproximacnich funkci ma za nésledek to, ze rozloZeni deformaci na
kazdém prvku je konstantni — matice B je konstantni. Proto je i integrant B'DB konstantni a
muizZeme psat

K= B'DBV
kde V je objem (plocha x tloustka) prvku.



Sestaveni globalnich matic a vektoru

Veliciny K; a F; (popf. M), které¢ se ur¢i na kazdém prvku, je tieba néasledn€ spojit do
globalnich matic K a F (popi. M), a to tak, aby si odpovidaly fadky a sloupce téchto matic
vzhledem k vektoru nezndmych q celé struktury. Pokud rozepiSeme soustavu rovnic
K;q; =F; (v naSem piipad€ 6 rovnic) platnou pro kazdy prvek pomoci celeho vektoru g,
rozpadnou se matice tuhosti prvku na Fidkou matici K [2nx2n], kterdA ma jen 6x6
nenulovych pozic a vektor sil na Fj [2nx1], ktery m4 jen 6 nenulovych Fadki — jejich pozice
jsou dany pozici slozek vektoru q; vzhledem k vektoru q.

11 12 13 14 15 16 1 [ra]
KJ' Ki KJ Ki KJ KJ Q. I:j
K j21 K j22 K j23 K j24 K j25 K jZG qb FJb
Kfl KTZ K?S Kf4 K;SS Kj’!ﬁ qc FJC
41 42 43 44 45 46 | | d
Kim Ky Ky Ky Ky Ky O F
51 52 53 54 55 56 e
KJ KJ’ Ki KJ’ Ki KJ Qe Fi
61 62 63 64 65 66 f
_Ki KJ KJ' KJ KJ' Ki N _qf_ _FJ' N
K,q, =F, =  Kijg=F;
_ - % - -
K:Jl.l K:JLZ . K:JL3 K:J|.4 . K:}.S K:JLG . qa Fjl
21 22 23 24 25 26 2
K,- K,- KJ- KJ- KJ- KJ- a, |:j
31 32 33 34 35 36 3
K* K® .o KPOK¥ o K®OKE | a. _ =
41 2 43 a4 45 46 4
K& K? o KPOKE o KPOKPE dq F;
K?l K?Z K]Tﬁ K?"’ K]Tf’ K?ﬁ d, |:J_5
61 62 63 64 65 66 6
KSU K e KPOK e KK q F|
%] L

Potom vysledné matice soustavy jsou prostou sumou téchto fidkych matic pfislusnych

jednotlivym prvkim.
K=>K; , F=)F
=i =
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Numericka integrace

vvvvvv

neni. Navic se integrace muze provadét v tzv. lokalnich soufadnicich a diky transforma¢nim
vztahtim je i diferencial objemu dQ zavisly na poloze x =(x,y) . Z téchto divodu se pouziva

numericka integrace — vétsinou tzv. Gaussova kvadratura.

Tato metoda je zalozena na pfiblizném vyjadieni integralu pomoci sumy nékolika funk¢énich
hodnot ve vybranych mistech (Gaussovo body) pfenasobenych vahovymi koeficienty (vahy).

[food2 =~ Ywh ., f=1(x)

Pokud je funkce f(x) polynom, Ize timto postupem urcit hodnotu integralu dokonce piesné.
Pocet a poloha Gaussovo bodl a hodnoty vah jsou pak pfedem dany.

V metodé koneénych prvki je pouziti Gaussovo kvadratury nasledujici. Matice tuhosti (a
dalsich veli¢iny) je misto integrovani vycislena takto

n
Kj :Z\NiKi ' K; :B(Xi)TDB(Xi)
i1
V ptipadé¢ naseho trojuhelnika by byl pocet integrac¢nich bodii n=1, ptislusna véha je rovna
ptipad¢ nejcastéji pouzivanych ctythrannych prvki (se 4 nebo 8 uzly) jsou pozice a vahy (krat
objem prvku V) pro prvni, druhy a tfeti stupefi integrace (volba zavisi na poétu uzll a tvaru
aproximacnich funkci) ur€eny takto:

25/324
Y
d . 188 Loss
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