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3 Analytické řešeńı 5
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1 Definice úlohy

Určete rozložeńı1 posuv̊u u(x) a napět́ı σ(x) na svislém št́ıhlém prutu kon-
stantńıho kruhového pr̊uřezu A, délky l, zat́ıženého silou F na spodńım
volném konci a s uvažováńım vlastńı t́ıhy (t́ıhové zrychleńı g, hustota ma-
teriálu ρ). Horńı ’vetknutý’ konec se posune o hodnotu u0.

2 Rozbor úlohy

Uvažujme

• lineárńı, izotropńı a homogenńı materiál

• jednoosou napjatost (d́ıky definované geometrii a zat́ıžeńı); souřadnice
x (osa prutu):

Jedná se tedy o úlohu lineárńı elastostatiky tělesa. Při řešeńı vyjdeme
z rovnic matematické teorie pružnosti (v závorkách jsou uvedeny fyzikálńı
jednotky):

Cauchyho podmı́nka rovnováhy

dσ

dx
+X = 0 [Nm−3] (1)

Konstitutivńı vztah (v tomto př́ıpadě Hooke̊uv zákon)

σ = Eε [Nm−2] (2)

Geometrický vztah

ε =
du

dx
[−] (3)

Význam všech použitých symbol̊u je následuj́ıćı:

• x [m] je zvolená osa v kartézském souřadnicovém systému xyz (zbývaj́ıćı
souřadnice y a z zde nejsou třeba)

• u [m] je posuv ve směru a smyslu osy x

• ε [-] je deformace (poměrné prodloužeńı, konkrétně složka εxx)

• σ [Nm−2] je napět́ı (konkrétně normálová složka σxx)

1Obecně “pole”, ale zde se jedná jen o jednodimenzionálńı problém.
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• X [Nm−3] je objemová śıla (konkrétně jej́ı složka p̊usob́ıćı ve směru osy
x)

• F [N] je vněǰśı śıla (konkrétně jej́ı složka p̊usob́ıćı ve směru osy x)

• A [m2] je plocha pr̊uřezu (kolmého na osu x)

Analytické (klasické) řešeńı úlohy hledáme jako funkci

u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄), Ω = (0, l) (4)

s okrajovými podmı́nkami

u(0) = u
∣∣
x=0

= u0 (5)

σ(l) = σ
∣∣
x=l

=
F

A
(6)

Podmı́nka (4) znamená, že funkce u(x) muśı mı́t spojitou derivaci druhého
řádu na Ω a muśı být spojitá na Ω̄. To je proto, protože dosazeńım (2) and
(3) do (1) dostaneme následuj́ıćı diferenciálńı rovnici druhého řádu

E
d2u

dx2
+X = 0 (7)

Jelikož celková t́ıha (s p̊usobǐstem v těžǐsti tělesa) je

Q = mg = ρV g = ρAlg [N] (8)

(m je celková hmotnost) dá se t́ıha jakožto objemová śıla (t́ıha vztažená na
jednotkový objem, tj. p̊usob́ıćı v každém bodě tělesa) vyjádřit ve tvaru

X =
Q

V
= ρV g

1

V
= ρg [Nm−3] (9)

Po dosazeńı (9) do (7) a úpravě dostaneme

E
d2u

dx2
+ ρg = 0 (10)

d2u

dx2
= −ρg

E
(11)

Na pravé straně rovnice můžeme označit f = ρg
E

a dostaneme tak konečný
zjednodušený zápis

−d2u

dx2
= f (12)
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K této úloze ještě zobecńıme zápis okrajových podmı́nek. Interval (0, l) přeznač́ıme
na (a, b) (tj. a = 0, b = l), hodnotu posuvu na horńım konci označ́ıme

u(a) = u0 = gD (13)

a silovou podmı́nku přeṕı̌seme ve formě funkce u, tj.

σ(b) =
F

A
= Eε(b) = Eu′(b) → u′(b) =

F

EA
= gN (14)

kde čárka znamená prostorovou derivaci podle x, tj. u′ =
du

dx
a u′′ =

d2u

dx2
.

Potom obecný zápis klasické formulace úlohy je následuj́ıćı

−u′′ = f (15)

u(a) = gD resp. u = gD, x ∈ ΓD = {a} (16)

u′(b) = gN resp. u′ = gN , x ∈ ΓN = {b} (17)

přičemž hledaným (klasickým) řešeńım je funkce u(x) ∈ C2(Ω)∩C1(Ω̄), Ω =
(a, b) s hranićı ∂Ω = Γ = ΓD∪ΓN . Rovnice (15) se nazývá Poissonova. Pokud
nav́ıc f = 0, pak je to rovnice Laplaceova.

Okrajová podmı́nka (16) se nazývá Dirichletova a okrajová podmı́nka
(17) se nazývá Neumannova.

3 Analytické řešeńı

Rovnice (15) představuje obyčejnou diferenciálńı rovnici druhého řádu s kon-
stantńımi koeficienty a konstantńı pravou stranou. Předpokládáme proto
řešeńı ve formě polynomu druhého stupně

u(x) = c2x
2 + c1x+ c0 (18)

Potom prvńı derivace je
u′(x) = 2c2x+ c1 (19)

a druhá derivace je
u′′(x) = 2c2 (20)

Dosazeńım (18), (19) a (20) do (15) a aplikaćı okrajových podmı́nek (16) a
(17) postupně dostaneme (soustavu tř́ı rovnic pro tři neznámé koeficienty)

u′′(x) = 2c2 = −f → c2 = −f
2

(21)
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u′(b) = 2c2b+ c1 = gN → c1 = gN + fb (22)

u(a) = c2a
2 + c1a+ c0 = gD → c0 = gD +

f

2
a2 − (gN + fb)a (23)

Hledané řešeńı lze tedy zapsat ve formě

u(x) = −f
2
x2 + (gN + fb)x+ gD +

f

2
a2 − (gN + fb)a (24)

Dosazeńım p̊uvodńıch mechanických veličin z (13) a (14) dostaneme např́ıklad
pro hodnotu posunu volného konce

u(l) = − ρg
2E

l2 + (
F

EA
+
ρg

E
l)l + u0 +

ρg

2E
02 − (

F

EA
+
ρg

E
l))0 (25)

u(l) =
Fl

EA
+
ρg

2E
l2 + u0 (26)

což lze chápat jako superpozici (známých vztah̊u z pružnosti a pevnosti
– namáháńı př́ımých prut̊u konstantńıho pr̊uřezu) prodloužeńı od śıly F ,
t́ıhového zrychleńı g a posunu počátku u0.

Pro složitěǰśı úlohy typu (15) (2D a 3D úlohy, obecnou oblast Ω a okrajové
podmı́nky na ΓN a ΓD, neizotropńı, nehomogenńı, nelineárńı materiál atp.)
obecně neńı možné takové přesné řešeńı naj́ıt. Proto se hledá přibližné řešeńı.
Jedna z možnost́ı je uvedena v následuj́ıćım textu.

4 Formulace slabé úlohy

Pokud existuje klasické řešeńı u p̊uvodńı úlohy (15), splňuje i následuj́ıćı
rovnost

b∫
a

−u′′v dx =

b∫
a

fv dx (27)

pro libovolnou funkci v popsanou ńıže. Nyńı naše řešeńı oslab́ıme tak, že
budeme hledat fukci u(x) ∈ Vg, která splňuje ’alespoň’ rovnost po integraci
per partes na levé straně

b∫
a

u′v′ dx− [u′v]
b
a =

b∫
a

fv dx (28)

a to pro libovolnou testovaćı funkci v = v(x) ∈ V0, kde Vg je množina
př́ıpustných funkćı a V0 je prostor testovaćıch funkćı. Tyto prostory lze defi-
novat následovně

Vg = {u ∈ W 1
2 (Ω) : u = gD na ΓD} (29)
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V0 = {v ∈ W 1
2 (Ω) : v = 0 na ΓD} (30)

kde W 1
2 je Sobolev̊uv2 prostor. Z charakteru úlohy a uvedené volby prostor̊u

je vidět, že nyńı stač́ı, aby existovala alespoň prvńı derivace u, nikoliv i druhá.
Řešeńı je vhodné hledat ve formě superpozice

u = U +G (31)

kde U ∈ V0 je řešeńı úlohy s homogenńı Dirichletovou podmı́nkou gD = 0
(tj. U = 0 na ΓD) a G ∈ Vg je libovolná funkce, která na hranici splňuje
nehomogenńı Dirichletovu podmı́nku, tj. G = gD na ΓD.

Nyńı provedeme tzv. Galerkinovu diskretizaci: a) p̊uvodńı oblast Ω dis-
kretizujeme na podoblasti (prvky, elementy) Ωi, tak aby

Ω ≈
n⋃
i=1

Ωi (32)

a zároveň b) nekonečnědimenzionálńı prostor V0 aproximujeme podprostorem
Vn konečné dimenze n s bázovými funkcemi vi, i = 1 . . . n.

Mı́sto řešeńı p̊uvodńıho problému nyńı hledáme řešeńı diskretizovaného
problému ū

ū = U +G (33)

přičemž část U aproximujeme jako lineárńı kombinaci funkćı vi

U =
n∑
i=1

ui vi (34)

kde koeficienty ui jsou neznámé (hledané) hodnoty (v uzlech), ze kterých lze
zpětně rekonstruovat slabé řešeńı. Zjevně rovněž plat́ı

ū′ = U ′ +G′ =
n∑
i=1

ui v
′
i +G′ (35)

Bázové funkce vi voĺıme tak, aby měly co nejmenš́ı nosič (ortogonálńı
bázi obecně vytvořit nelze). Jednou z nejjednodušš́ıch možnost́ı je volit je
ve formě trojúhelńıkových funkćı (tzv. ‘hat’ funkćı – spojité a po částech
lineárńı3) na jednotlivých diskretizovaných podoblastech Ωn. Ty maj́ı jen
malý nosič, nebot’ vi 6= 0 jen pro 2 soused́ıćı podoblasti Ωi.

2Všechny funkce u ∈ L2(Ω) maj́ı (zobecněné parciálńı) derivace 1. řádu rovněž z L2(Ω),
neboli W 1

2 (Ω) = {u ∈ L2(Ω) : u′ ∈ L2(Ω)}, L2(Ω) je lineárńı prostor funkćı f : Ω → R,
pro něž je integrál

∫
Ω
|f |2dΩ konečný

3V nejjednodušš́ım př́ıpadě jsou lineárńı (p=1), dále pak kvadratické (p=2), obecně
polynomy stupně p. Lze však hledat řešeńı i pro po částech konstatńı funkce...
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Funkce G se aproximuje také jako spojitá a po částech lineárńı funkce,
kdy G = gD v uzlech odpov́ıdaj́ıćıch ΓD a G = 0 ve všech ostatńıch.

Mı́sto rovnosti (28) požadujeme v aproximované úloze pro každou vi ∈ Vn
splněńı následuj́ıćı rovnosti

b∫
a

u′v′i dx− [u′vi]
b
a =

b∫
a

fvi dx ∀vi, i = 1 . . . n (36)

kde
[u′vi]

b
a = u′(b)vi(b)− u′(a)vi(a) (37)

přičemž v našem př́ıpadě vi(b) = 0 nebo 1, vi(a) = 0 a u′(b) = gN , což je
známá hodnota a lze ji tak v př́ıslušné rovnici převést na pravou stranu rov-
nice. T́ım dostaneme soustavu n algebraických rovnic pro neznámé hodnoty
ui.

Konkrétńı volba testovaćıch funkćı, diskretizace

Rozdělme oblast Ω na n = 4 intervaly:

• Ω1 = (a, a+ l1)

• Ω2 = (a+ l1, a+ l1 + l2)

• Ω3 = (a+ l1 + l2, a+ l1 + l2 + l3)

• Ω4 = (a+ l1 + l2 + l3, a+ l1 + l2 + l3 + l4)

Funkce vi, i = 1 . . . 4 a funkce G pak budou vypadat následovně:

• G =

{
G1 = gD

(
1− x−a

l1

)
x ∈ Ω1

0 x ∈ Ω2 ∪ Ω3 ∪ Ω4

• v1 =


x−a
l1

x ∈ Ω1

1− x−a−l1
l2

x ∈ Ω2

0 x ∈ Ω3 ∪ Ω4

• v2 =


x−a−l1

l2
x ∈ Ω2

1− x−a−l1−l2
l3

x ∈ Ω3

0 x ∈ Ω1 ∪ Ω4

• v3 =


x−a−l1−l2

l3
x ∈ Ω3

1− x−a−l1−l2−l3
l4

x ∈ Ω4

0 x ∈ Ω1 ∪ Ω2
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• v4 =

{
x−a−l1−l2−l3

l4
x ∈ Ω4

0 x ∈ Ω1 ∪ Ω3 ∪ Ω4

Derivace výše uvedených funkćı pak budou vypadat takto:

• G′ =
{
G′1 = −gD

l1
x ∈ Ω1

0 x ∈ Ω2 ∪ Ω3 ∪ Ω4

• v′1 =


1
l1

x ∈ Ω1

− 1
l2

x ∈ Ω2

0 x ∈ Ω3 ∪ Ω4

• v′2 =


1
l2

x ∈ Ω2

− 1
l3

x ∈ Ω3

0 x ∈ Ω1 ∪ Ω4

• v′3 =


1
l3

x ∈ Ω3

− 1
l4

x ∈ Ω4

0 x ∈ Ω1 ∪ Ω2

• v′4 =

{
1
l4

x ∈ Ω4

0 x ∈ Ω1 ∪ Ω3 ∪ Ω4

V daľśım řešeńı budeme potřebovat vyč́ıslit integrály typu∫
Ωk

v′iv
′
j dx =


1
lk

i = j

− 1
lk
|i− j| = 1

0 |i− j| > 1

(38)

Nyńı může přistoupit k rozepsáńı jednotlivých člen̊u rovnic (36). Začneme
levou stranou pro testovaćı funkci v1:

b∫
a

u′v′1 dx =

b∫
a

(U ′ +G′)v′1 dx =

b∫
a

(
n∑
i=1

ui v
′
i +G′

)
v′1 dx =

b∫
a

(
n∑
i=1

ui v
′
i

)
v′1 dx+

b∫
a

G′v′1 dx =

n∑
i=1

(
ui

b∫
a

v′iv
′
1 dx

)
+

b∫
a

G′v′1 dx =

u1

∫
(Ω1+Ω2)

v′1v
′
1 dx+ u2

∫
Ω2

v′2v
′
1 dx+

∫
Ω1

G′1v
′
1 dx =

u1

(
1
l1

+ 1
l2

)
+ u2

(
− 1
l2

)
+
(
−gD

l1

)

(39)

9



Hodnota závorky primitivńı funkce z integrace per partes bude:

[u′v1]
b
a = u′(b)v1(b)− u′(a)v1(a) = 0 (40)

Pravá strana bude

b∫
a

fv1 dx = f

b∫
a

v1 dx = f

∫
(Ω1+Ω2)

v1 dx = f

(
l1
2

+
l2
2

)
(41)

Pro testovaćı funkci v2 jsou členy následuj́ıćı:

b∫
a

u′v′2 dx =

b∫
a

(U ′ +G′)v′2 dx =

b∫
a

(
n∑
i=1

ui v
′
i +G′

)
v′2 dx =

b∫
a

(
n∑
i=1

ui v
′
i

)
v′2 dx+

b∫
a

G′v′2 dx =

n∑
i=1

(
ui

b∫
a

v′iv
′
2 dx

)
+ 0 =

u1

∫
Ω2

v′1v
′
2 dx+ u2

∫
(Ω2+Ω3)

v′2v
′
2 dx+ u3

∫
Ω3

v′3v
′
2 dx =

u1

(
− 1
l2

)
+ u2

(
1
l2

+ 1
l3

)
+ u3

(
− 1
l3

)

(42)

[u′v2]
b
a = u′(b)v2(b)− u′(a)v2(a) = 0 (43)

b∫
a

fv2 dx = f

b∫
a

v2 dx = f

∫
(Ω2+Ω3)

v2 dx = f

(
l2
2

+
l3
2

)
(44)
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Pro testovaćı funkci v3 jsou členy následuj́ıćı:

b∫
a

u′v′3 dx =

b∫
a

(U ′ +G′)v′3 dx =

b∫
a

(
n∑
i=1

ui v
′
i +G′

)
v′3 dx =

b∫
a

(
n∑
i=1

ui v
′
i

)
v′3 dx+

b∫
a

G′v′3 dx =

n∑
i=1

(
ui

b∫
a

v′iv
′
3 dx

)
+ 0 =

u2

∫
Ω3

v′2v
′
3 dx+ u3

∫
(Ω3+Ω4)

v′3v
′
3 dx+ u4

∫
Ω4

v′4v
′
3 dx =

u2

(
− 1
l3

)
+ u3

(
1
l3

+ 1
l4

)
+ u4

(
− 1
l4

)

(45)

[u′v3]
b
a = u′(b)v3(b)− u′(a)v3(a) = 0 (46)

b∫
a

fv3 dx = f

b∫
a

v3 dx = f

∫
(Ω3+Ω4)

v3 dx = f

(
l3
2

+
l4
2

)
(47)

A konečně pro testovaćı funkci v4 jsou členy následuj́ıćı:

b∫
a

u′v′4 dx =

b∫
a

(U ′ +G′)v′4 dx =

b∫
a

(
n∑
i=1

ui v
′
i +G′

)
v′4 dx =

b∫
a

(
n∑
i=1

ui v
′
i

)
v′4 dx+

b∫
a

G′v′4 dx =

n∑
i=1

(
ui

b∫
a

v′iv
′
4 dx

)
+ 0 =

u3

∫
Ω4

v′3v
′
4 dx+ u4

∫
Ω4

v′4v
′
4 dx =

u3

(
− 1
l4

)
+ u4

(
1
l4

)

(48)

[u′v4]
b
a = u′(b)v4(b)− u′(a)v4(a) = u′(b)1 = gN (49)
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b∫
a

fv4 dx = f

b∫
a

v4 dx = f

∫
Ω4

v4 dx = f

(
l4
2

)
(50)

Výslednou soustavu rovnic pak můžeme zapsat takto:

u1

(
1
l1

+ 1
l2

)
+u2

(
− 1
l2

)
+
(
−gD

l1

)
= f

(
l1
2

+ l2
2

)
u1

(
− 1
l2

)
+u2

(
1
l2

+ 1
l3

)
+u3

(
− 1
l3

)
= f

(
l2
2

+ l3
2

)
u2

(
− 1
l3

)
+u3

(
1
l3

+ 1
l4

)
+u4

(
− 1
l4

)
= f

(
l3
2

+ l4
2

)
u3

(
− 1
l4

)
+u4

(
1
l4

)
−gN = f

(
l4
2

)
(51)

nebo v maticovém zápisu
1
l1

+ 1
l2

− 1
l2

− 1
l2

1
l2

+ 1
l3

− 1
l3

− 1
l3

1
l3

+ 1
l4
− 1
l4

− 1
l4

1
l4

 ·

u1

u2

u3

u4

 =


f
(
l1
2

+ l2
2

)
+gD

l1

f
(
l2
2

+ l3
2

)
f
(
l3
2

+ l4
2

)
f
(
l4
2

)
+gN

 (52)

Pokud bychom obě strany rovnice přenásobili konstantou EA a označ́ıme-
li ki = EA

li
, dostaneme

k1 + k2 −k2

−k2 k2 + k3 −k3

−k3 k3 + k4 −k4

−k4 k4

·

u1

u2

u3

u4

 =


EAf

(
l1
2

+ l2
2

)
+EAgD

l1

EAf
(
l2
2

+ l3
2

)
EAf

(
l3
2

+ l4
2

)
EAf

(
l4
2

)
+EAgN


(53)

respektive
k1 + k2 −k2

−k2 k2 + k3 −k3

−k3 k3 + k4 −k4

−k4 k4

 ·

u1

u2

u3

u4

 =


ρgA

(
l1
2

+ l2
2

)
+EAu0

l1

ρgA
(
l2
2

+ l3
2

)
ρgA

(
l3
2

+ l4
2

)
ρgA

(
l4
2

)
+F


(54)

kde ki jsou tuhosti jednotlivých element̊u [Nm−1].
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5 Variačńı formulace

Uvažujme následuj́ıćı funkcionál pro již dikretizované funkce w ∈ Vg (tj.

w =
n∑
i=1

wi vi +G)

Φ(w) =
1

2

∫
Ω

(w′)
2

dx−
∫
Ω

fw dx−
∫

ΓN

gNw (55)

nebo-li

Φ(w) =
1

2

b∫
a

(w′)
2

dx−
b∫

a

fw dx− gNw(b) (56)

Lze ukázat, že námi výše nalezené řešeńı u minimalizuje tento funkcionál, tj.

min Φ(w) = Φ(u), ∀w (57)

nebot’

min Φ(w)⇔ dΦ

dwi
, ∀i (58)

č́ımž dostaneme soustavu rovnic

dΦ

dw1

=

∫
Ω

w′v′1 dx−
∫
Ω

fv1 dx = 0

dΦ

dw2

=

∫
Ω

w′v′2 dx−
∫
Ω

fv2 dx = 0

dΦ

dw3

=

∫
Ω

w′v′3 dx−
∫
Ω

fv3 dx = 0

dΦ

dw4

=

∫
Ω

w′v′4 dx−
∫
Ω

fv4 dx− gN = 0

(59)

ekvivalentńı s (36).
Rozepǐsme funkcionál pro naši 1D úlohu. Připomeňme si, že

• u′ ≈ w′ = ε = σ
E

• f = ρg
E

• gN = F
EA
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Potom

Φ(w) =
1

2

∫
Ω

( σ
E

)2

dx−
∫
Ω

ρg

E
u dx− F

EA
u(b)

/
· (EA) (60)

EAΦ(w) =
1

2

∫
Ω

Aσεdx−
∫
Ω

ρgAu dx− Fu(b) (61)

EAΦ(w) =
1

2

∫
Ω

σεdV −
∫
Ω

ρgu dV − Fu(b) (62)

neboli můžeme nadefinovat nový funkcionál

Π =

∫
Ω

W (ε)dV −
∫
Ω

uX dV −
∫

ΓN

Fu (63)

kde W (ε) = 1
2
σε je hustota deformačńı energie, X = ρg.

Tento fakt má obrovský význam, nebot’ funkcionál Π má u většiny fy-
zikálńıch problémů význam celkové energie systému (energie vněǰśıch i vnitřńıch
sil) a úlohu MKP lze pak formulovat jako úlohu minima tohoto funkcionálu.

6 Poděkováńı

Rád bych zde poděkoval kolegovi Josefu Daňkovi z Katedry matematiky
(ZČU v Plzni) za podnětné diskuze a korektury týkaj́ıćı se metody konečných
prvk̊u z matematického pohledu.
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Poděkováńı

Investice do rozvoje vzděláváńı.
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rozpočtem České republiky v rámci projektu č. CZ.1.07/2.2.00/28.0206

”
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