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1 Definice tlohy

Urcete rozlozeni' posuvi u(z) a napéti o(z) na svislém stihlém prutu kon-
stantniho kruhového prutezu A, délky [, zatizeného silou F' na spodnim
volném konci a s uvazovanim vlastni tihy (tthové zrychleni g, hustota ma-
teridlu p). Horni 'vetknuty’ konec se posune o hodnotu uy.

2 Rozbor tilohy
Uvazujme
e linedarni, izotropni a homogenni material

e jednoosou napjatost (diky definované geometrii a zatizeni); souradnice
x (osa prutu):

Jednd se tedy o ulohu linearni elastostatiky télesa. Pti feSeni vyjdeme
z rovnic matematické teorie pruznosti (v zavorkéch jsou uvedeny fyzikéalni
jednotky):

Cauchyho podminka rovnovahy

do _3
1 +X =0 [Nm™] (1)

Konstitutivni vztah (v tomto piipadé Hookeuv zakon)
o= FEe [Nm™?] (2)

Geometricky vztah
du

= — — 3
= g

Vyznam vsech pouzitych symbolu je nasledujici:

£

e 1 [m] je zvolend osa v kartézském souradnicovém systému zyz (zbyvajici
soutadnice y a z zde nejsou tieba)

e u [m] je posuv ve sméru a smyslu osy x
e ¢ [-| je deformace (pomérné prodlouzeni, konkrétné slozka e, )

e 0 [Nm™?] je napéti (konkrétné normalova slozka o)

LObecné “pole”, ale zde se jednd jen o jednodimenziondlni problém.



e X [Nm™3] je objemov4 sila (konkrétné jeji slozka puisobici ve sméru osy

x)
e [ [N] je vnéjsi sila (konkrétné jeji slozka pusobici ve sméru osy )
e A [m?] je plocha prifezu (kolmého na osu )
Analytické (klasické) feseni ilohy hleddme jako funkci
ue C*(Q)NCHQ), Q=(0,1) (4)

s okrajovymi podminkami

u(0) =ul,_, =up (5)
o(l)=0o|,_, = % (6)

Podminka (4) znamend, ze funkce u(z) musf mit spojitou derivaci druhého
fadu na €2 a musi byt spojitd na €. To je proto, protoze dosazenim (2) and
(3) do (1) dostaneme nésledujici diferencidlni rovnici druhého fadu

d?u

E-—+X=0 7
w2 (7)

Q=mg=pVg=pAlg [N] (8)

(m je celkova hmotnost) d& se tiha jakozto objemova sila (ttha vztazend na
jednotkovy objem, tj. pusobici v kazdém bodé télesa) vyjadiit ve tvaru

_Q_ 1 3
X=y=mgy=pg [Nm™] (9)

Po dosazeni (9) do (7) a upravé dostaneme

d?u

E@ +pg =0 (10)
d*u _ pg
i 11
dx? E (11)

Na pravé strané rovnice muzeme oznacit f = 22 a dostaneme tak konecny

zjednoduseny zapis
d?u
da?

— (12
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K této tloze jesté zobecnime zapis okrajovych podminek. Interval (0, [) pFeznac¢ime
na (a,b) (tj. a =0,b = 1), hodnotu posuvu na hornim konci oznacime

u(a) = up = gp (13)

a silovou podminku prepiseme ve formé funkce u, tj.

F F

o(b) = 1= Ee(b) = Eu'(b) — d'(b) = TA= IV (14)

oy ; L ., du . d%u

kde ¢arka znamena prostorovou derivaci podle x, tj. v’ = i au’ = 2

x x
Potom obecny zapis klasické formulace tlohy je nésledujici

—u" = f (15)
u(a) =gp resp. u=gp, v € 'p={a} (16)
u'(b) =gy resp. u' =gy, v €Txn={b} (17)

piicemz hledanym (klasickym) feSenim je funkce u(z) € C?(Q)NCY(Q), Q=
(a,b) s hranici 02 = I" = ', UTl'y. Rovnice (15) se nazyva Poissonova. Pokud
navic f = 0, pak je to rovnice Laplaceova.

Okrajovéd podminka (16) se nazyva Dirichletova a okrajovd podminka
(17) se nazyva Neumannova.

3 Analytické reseni

Rovnice (15) predstavuje obycejnou diferencidlni rovnici druhého fadu s kon-
stantnimi koeficienty a konstantni pravou stranou. Predpoklddame proto
feseni ve formé polynomu druhého stupné

u(z) = e’ + 17 + ¢ (18)
Potom prvni derivace je
' (z) = 2c0x + ¢4 (19)
a druhd derivace je
u'(z) = 2¢9 (20)

Dosazenim (18), (19) a (20) do (15) a aplikaci okrajovych podminek (16) a
(17) postupné dostaneme (soustavu tif rovnic pro tfi nezndmé koeficienty)

u'(z)=20=—f — = -3 (21)



W) =2cb+ci=gv — c=gn+[fb (22)

u(a) = c2a® + cra+ o = gp — Cco=¢gp+ gag — (gn + fb)a (23)

Hledané teseni lze tedy zapsat ve formeé

u(z) = —5562 + (gn + fb)x + gp + gaQ — (gn + fb)a (24)

Dosazenim puvodnich mechanickych velicin z (13) a (14) dostaneme napiiklad

pro hodnotu posunu volného konce

%m0 (25)

F F
u(l) = =222 4 (= 1 Iy g+ 202 (5 +2

o EA ' E 2

u(l) = E% + %12 +ug (26)
coz lze chapat jako superpozici (zndmych vztahu z pruznosti a pevnosti
— namahani primych prutu konstantniho prufezu) prodlouzeni od sily F,
tthového zrychleni g a posunu pocatku wuy.

Pro slozitéjsi ulohy typu (15) (2D a 3D tlohy, obecnou oblast €2 a okrajové
podminky na I'y a I'p, neizotropni, nehomogenni, nelinedrni material atp.)
obecné neni mozné takové presné feSeni najit. Proto se hleda priblizné feseni.
Jedna z moznosti je uvedena v nasledujicim textu.

4 Formulace slabé ulohy

Pokud existuje klasické feseni u puvodni tlohy (15), spliuje i nasledujici

rovnost
b

—u"v do = | fv da (27)
[

a
pro libovolnou funkci v popsanou nize. Nyni nase feSeni oslabime tak, ze
budeme hledat fukci u(z) € V, kterd spliuje ’alespoit’ rovnost po integraci
per partes na levé strané

b b
/u'v' dz — [u'v]z = /fv dz (28)

a to pro libovolnou testovaci funkci v = v(z) € Vo, kde V, je mnoZina
pripustnich funkci a Vi je prostor testovacich funkci. Tyto prostory lze defi-
novat nasledovné

V,={ueWy(Q):u=gp na Ip} (29)
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Vo={veWy(Q):v=0 na TIp} (30)

kde W3 je Soboleviv? prostor. Z charakteru tlohy a uvedené volby prostori
je vidét, ze nyni staci, aby existovala alespon prvni derivace u, nikoliv i druha.
Reseni je vhodné hledat ve formé superpozice

u=U+G (31)

kde U € Vj je teSeni tlohy s homogenni Dirichletovou podminkou gp = 0
(tj. U = 0na I'p) a G € V, je libovolnd funkce, kterd na hranici spliuje
nehomogenni Dirichletovu podminku, tj. G = gp na I'p.

Nyni provedeme tzv. Galerkinovu diskretizaci: a) puvodni oblast Q dis-
kretizujeme na podoblasti (prvky, elementy) €);, tak aby

O~ (32)

a zaroven b) nekone¢nédimenzionalni prostor V{ aproximujeme podprostorem
V,, konecné dimenze n s bazovymi funkcemi v;,7 =1...n.
Misto feseni puvodniho problému nyni hleddme feseni diskretizovaného
problému
u=U+dG (33)

pricemz cast U aproximujeme jako linearni kombinaci funkei v;
n
i=1

kde koeficienty u; jsou nezndmé (hledané) hodnoty (v uzlech), ze kterych lze
zpétné rekonstruovat slabé feseni. Zjevné rovnéz plati

i=U+G=> uv,+C (35)
i=1

Bazové funkce v; volime tak, aby mély co nejmensi nosi¢ (ortogonalni
bézi obecné vytvorit nelze). Jednou z nejjednodussich moznosti je volit je
ve formé trojihelnikovych funkei (tzv. ‘hat’ funkei — spojité a po castech
linedrnf?) na jednotlivych diskretizovanych podoblastech €2,. Ty maji jen
maly nosi¢, nebot v; # 0 jen pro 2 sousedici podoblasti €2;.

2Vsechny funkce u € L2(2) maji (zobecnéné parcidln{) derivace 1. fddu rovnéz z Lo (€2),
neboli W3 (Q) = {u € La(Q) : v’ € La()}, La(2) je linedrn{ prostor funkef f : Q@ — R,
pro néz je integrél [, |f|?dQ konecny

3V nejjednodussim pifpadé jsou linedrni (p=1), dale pak kvadratické (p=2), obecné
polynomy stupné p. Lze vsak hledat feSeni i pro po ¢astech konstatni funkce...
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Funkce G se aproximuje také jako spojita a po ¢astech linearni funkce,
kdy G = gp v uzlech odpovidajicich I'p a G = 0 ve vSech ostatnich.

Misto rovnosti (28) pozadujeme v aproximované tloze pro kazdou v; € V,,
splnéni nasledujici rovnosti

b
/ u'v] dx—uvZ /fvzda: Vvi,i=1...n (36)

kde
[W'vi]) = ' (b)v; (b) — ' (a)vi(a) (37)

pricemz v nasem piipadé v;(b) = 0 nebo 1, v;(a) = 0 a v/ (b) = gn, coz je
znama hodnota a lze ji tak v prislusné rovnici pirevést na pravou stranu rov-
nice. Tim dostaneme soustavu n algebraickych rovnic pro neznamé hodnoty
;.
Konkrétni volba testovacich funkci, diskretizace
Rozdélme oblast €2 na n = 4 intervaly:

o O = (a,a+1)

.QQ (a+l1,a+l1—|—l2)
o Os=(a+lh+l,a+li+1+13)
o () = <a+l1+12+13,a+11+l2+l3+l4)

Funkce v;,7 =1...4 a funkce G pak budou vypadat nésledovné:

ool Gimm(1-5) ven

lg
0 r e U,

{0 $€Q2U93UQ4
xl_:a JJEQl
e U = 1—% x €y
0 $€QgUQ4
—x_?;_ll .TEQQ
o Uy = 1—%;1_12 x € €3
0 ze Uy
—a—l;—1
wal—Slz z €Oy
o v3 =1 1 —T=ahzhols 4 e Q)
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z—a—1l1—la—1
o Uy = 1142 torefl
0 ZE691U93UQ4

Derivace vyse uvedenych funkci pak budou vypadat takto:

.G/_ Gllz—gl—lD ZL’GQl
10 T € UUly

% e

o V| = —i x €
0 $693UQ4
i x € )y

.’Ué: —% .%'693
0 $691UQ4
% x €3

o VU, = i x €y
0 .xEQlUQQ

o v — i .TEQ4

4 0 $691UQ3UQ4

V dalsim feseni budeme potiebovat vycislit integraly typu
1

W, =Y
/U;v; dr=4 1 Ji—j|=1 (39)

Nyni muze pristoupit k rozepsani jednotlivych élenu rovnic (36). Zaéneme
levou stranou pro testovaci funkeci vy:

b

[ v de =

%

J(U + G, da =

( uiv§+G’) vy do =
=1

(2

n b
(Z ulvi) o) de + [G'v) dz =
i=1 a

b b
(ui [ v} d:c> + [ G do =
=1 a

a
up [ vl de+ug [ bl de+ [ Glup de =
(Ql—l-QQ) Qs 951

TR )+ ()

9
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Hodnota zévorky primitivni funkce z integrace per partes bude:

[w'v1]” = ' (b)vy (D) — ' (a)vy(a) = 0

Prava strana bude

b

/fvldx—f/vldx—f / vlda:—f(l;—l—%)

a (Q149Q2)

Pro testovaci funkci v, jsou ¢leny nasledujici:
u'vh do =

(U + Gy doe =

(Z w; v + G’) vh do =

=1

n b
(Z u; v’-) vy doz + [ Gvy dx =

10

(40)

(41)



Pro testovaci funkci v jsou ¢leny néasledujici:
b
Ju'vh de =

ab
[(U" + Gy do =

/fvgda:—f/vgdx_f / vs dr = f (lg 14)

(Q34+Q4)

A konecné pro testovaci funkci vy jsou ¢leny nasledujict:

wvy dz =
U+ G doe =

(Z uiv’-—l—G’) vy doe =

i=1

(Z )v4dx+fG’ dz =

£ (s i) -

f LU x+U4fv4v4 dz =

(o) +u(3)

(/0] = ' (D)ua(b) — ' (a)vs(a) = ' (B)1 = g

Y S - W) S - S

HM:
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(50)

/bfv4dx:f/bv4dx:f/v4dx:f<l§4)
a a Q

Vyslednou soustavu rovnic pak muzeme zapsat takto:

Uy %—F%) +uy —l—) +(—=‘§—f> =f(4
Ul —%> +U2 i + i) +U3 ——3> = f (%2
Uz <_E> +us % + i) +uy —i> =/ (153
us (—i> Ty i) —gn =f(%
(51)
nebo v maticovém zapisu
1,1 1 Lol
I +l2 1_51 Uy f(?l_l_?) +gl_113
SRR B e I A (52)
ThoBTn m | | W I3 +5)
“u o a F(3) +gn

Pokud bychom obé strany rovnice prenasobili konstantou E'A a oznacime-
i k; = ElfA, dostaneme

kit ke —ko uy EAf (% +%) +EA%
—ko ko + ks —k3 Us o EAf (%2 + %3)
—ks ks +ky —ky us - EAf (%3 -+ %4)
—ky ky Uqg EAf (%) —|—EAQN
(53)
respektive
]{51 + ]{?2 —k?Q Ui pgA (% + %2) +EA%
_]{32 kQ + k’g —/{33 U B pgA (%2 + %3)
—ks ks +ky —ky Us a pgA (%3 + %4)
—k4 k4 Uy pgA (%) +F
(54)

kde k; jsou tuhosti jednotlivych elementu [Nm™1].

12
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5 Variac¢ni formulace

Uvazujme nésledujici funkciondl pro jiz dikretizované funkce w € V (tj.

w=> wv;+ Q)
=1

Q Ty
nebo-li
. b b

O(w) = 3 / (w')? dz — /fw dz — gnyw(b) (56)
Lze ukézat, ze nami vySe nalezené feseni v minimalizuje tento funkcional, t;j.
min ®(w) = ¢(u), Yw (57)

nebot 1@
in®(w) & Vi 58
min ®(w) & T Vi (59)

¢imz dostaneme soustavu rovnic

do
d—wlz/w'vidx—/fvldx =0
w Q
d—:/w'védx—/fvgdx =0
Wa

Q Q
o (59)
(;i—wg:/w’vgdx—/fvgdx =0
w 0
—:/wlvédiﬂ—/fwdﬂf—g]v =0
d'LU4

0 Q

ekvivalentni s (36).
Rozepisme funkciondl pro nasi 1D ulohu. Pfipomenme si, ze

s umw =e=F
Y
.f—F
F
® gN = Ea

13



Potom

d(w) = %/ (%)2 dz — / %u dz — %u(b) /- (EA)  (60)
Q Q
1
FEA®(w) = = | Aoedx — [ pgAu dz — Fu(b) (61)
o ]
EA®(w) = %/ast - /pgu dV — Fu(b) (62)

neboli muzeme nadefinovat novy funkcional
H:/W(E)dV—/uXdV—/Fu (63)
Q Q I'n

kde W (g) = 1o¢ je hustota deformaéni energie, X = pg.

Tento fakt mé& obrovsky vyznam, nebot funkciondl IT méa u vétsiny fy-
zikdlnich problému vyznam celkové energie systému (energie vnéjsich i vnitinich
sil) a tlohu MKP lze pak formulovat jako tilohu minima tohoto funkciondlu.

6 Podékovani

Rad bych zde podekoval kolegovi Josefu Darkovi z Katedry matematiky
(ZCU v Plzni) za podnétné diskuze a korektury tykajici se metody koneénych
prvku z matematického pohledu.
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