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4.1 Shrnuti zakladnich poznatkua

V celé tadé konstrukei se setkavame s pripady, kdy o nosnosti nerozhoduje pevnost mate-
ridlu, ale stabilitni stav rovnovahy. Tuto problematiku souhrnné nazyvame stabilita kon-
strukci. Ztrata stability nejcastéji nastava pri namahani tlakem, ohybem a krutem, popf.
pri jejich kombinaci. S tlohami ztraty stability se setkavame u tenkosténnych konstrukei,
u rovinnych a zakfivenych desek, u otevienych i uzavienych profili nebo u tenkosténnych
nosnikid. Problém stability mtize nastat u nosného celku nebo jen u jeho casti. Potom
hovofime o lokalni stabilité.

V ramci uloh stability je nasledujici patrie zaméfena pouze na jeden ze zakladnich
ptipadd, tzv. vzpér. Dochazi k nému pii zatizeni $tihlého prutu (vzpéry) tlakovou osovou
silou. Uvedeme dvé teorie, z nichz prvni je mozné pouzit v pruzné a druhou v nepruzné
oblasti zatézovani.

Eulerova teorie vzpéru

Je nazvana podle Leonharda Eulera, ktery se problematikou stability prutt v elastické
oblasti zatézovani zabyval v 18. stoleti. Dfive uvedme nejprve piedpoklady platnosti této
teorie:

e Materiél prutu je linedrné elasticky (zatézovani probiha v oblasti platnosti Hookeova
zédkona), homogenni a izotropni.
e Osa prutu je prim4, sila piisobi pfesné v ose prutu bez vnéjsich i vnit¥nich excentricit,

pripadné klouby jsou bez tfeni.

V souvislosti s témito podminkami se nékdy hovori o tzv. idedlnim prutu. Pfi odvozeni
teorie vzpéru primych prutl vsak respektujeme i dalsi predpoklady:

Pomérné deformace, které mohou vznikat, jsou malé, tj. ¢ < 1.

Respektujeme Saint-Venantiiv princip, pii kterém se lokalni charakter zatizeni pro-
jevuje jen v jeho blizkém okoli.

Vliv vlastni tihy, popf. ptisobeni jinych primérnich vnéjsich ac¢inki, mimo osovych
sil, neuvazujeme.

Prut je po ¢astech prizmaticky, tj. konstantniho prifezu.

V pfipadé vzpéru, kdy zatézujici tlakova sila (obr. 1) ptusobi v ose §tihlého prutu,
nelze sestavit podminky rovnovéhy sil na nepietvoreném télese (prutu), jak je to obvyklé
napi. pri odvozeni podminek rovnovahy ohybanych piimych prutt. V tomto pripadé vyvola
osova sila pri prihybu prutu pfidavny ohybovy moment, ktery zpétné ovlivni napéti i
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Obr. 1: Prut délky [ zatizeny tlakovou osovou silou F'.

prihyb. Deformace jiz nejsou pfimo tmeérné velikosti osového zatizeni a nemizeme tak
jejich vliv zanedbat. Hovotfime pak o teorii 2. fadu a pfi sestavovani podminek rovnovahy
na elementarnim hranolku pifimého prutu (obr. 2) bereme v ivahu jesté dalsi predpoklady.

e Respektujeme slozku posuvu-prihybu v(z) jako rameno, na kterém vyvozuji osové
sily ohybovy moment.

e Neuvazujeme vliv zmény rozpéti a polohy pficného zatizeni prutu.
e Normalova sila N (x), resp. posouvajici sila T'(z), piisobi rovnobézné se souradnicovou
osou x, resp. .

e Piipoustime platnost direfencialni rovnice prihybové ¢ary podle Euler-Bernoulliho
nosnikové teorie.

Z obr. 2 je potom ziejmé, jak sestavujeme diferencialni podminky rovnovahy dle teorie
1. a 2. fadu na rovinné zatizeném elementu prutu. V obecném ptipadé, kdy uvazujeme i
vliv pfi¢ného zatizeni ¢(x), kombinace vzpéru a ohybu, formulujeme dle teorie 1. fadu tzv.
Schwedlerovu vétu, pro kterou plati:
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Obr. 2: Zatizeni elementarniho hranolku prutu dle teorie (a) 1. ¥fadu, (b) 2. fadu.
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Pfi namahani prutu vzpérem, viz obr. 1, neuvazujeme v diferencidlnich rovnicich (2)
vliv spojitého pricného zatiZeni a piseme
q(z) =0. (3)
Z obr. 1 a obr. 2 je dale zfejmé (pii pouziti metody fezu), Ze
N(z)=—-F  pro F>0. (4)
Pomoci vztaht (2) az (4) a pomoci direfencialni rovnice prihybové ¢ary

d®v(z)  M(x)

dz2 EJ (5)

obdrzime po tpravé homogenni linearni diferencialni rovnici 4. fadu s konstantnimi koefi-
cienty

dto(z) F d*v(z) 6

dzt EJ dzz (6)

kde FE = konst je modul pruznosti v tahu a J = konst je kvadraticky moment prifezu
prutu (vztazeny k hlavni centralni ose). Rovnice je ¢asto zavedenim substituénich vztaht

_ 2
l

, (7)
kde [ je délka prutu, viz obr. 1, pfevedena do bezrozmérného tvaru

dhw(e w(¢ FI?
—;;g ) 772—;2(2 ) =0, kde 1= —= (8)

EJ’
a v této podobé je znaméa jako Eulerova rovnice vzpéru prutu.
Piedpokladejme feseni rovnice (8) ve tvaru w = €. Po dosazeni za d*w/d¢? a d*w/dé?
do (8) a po déleni celé rovnice vyrazem e"* dostaneme pro k tzv. charakteristickou rovnici

K*+n*k? =0 s kofeny ki2 =0, kK3=1in, k4= —in, (9)

kde i = y/—1 je imaginarni jednotka. Protoze kofen 0 je dvojnasovny, je fundamentalni
systém rovnice (8) dan funkcemi

wy =€ =1, wy=~Ee™=¢, wy=eB =60 gy = e = ¢ (10)
nebo funkcemi v realném tvaru
wy =1, wy=¢, wz=sinné, wy=cosné. (11)
Obecnym integralem rovnice (8) je potom (piSeme jej v redlném tvaru)
w(&) = C1 4+ C€ + Cysinné + Cycosné, (12)

pricemz C az Cy jsou integracni konstanty, které je nutné urcit na zakladé okrajovych
podminek konkrétni tlohy.
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Znéme-li obecné feSeni (12) pro prithyb (vyboceni) prutu, mizeme s jeho pomoci vy-
jadrit dalsi velic¢iny, které budeme v dalsim vyuzivat. Pro

e thel natoceni piiblizné plati:

~ dou(x) ~dw(¢)
e ohybovy moment dle rovnice (5) plati:
d?v(z) EJ d?w(§)
M(z)=—-FEJ 2 0 lesp M(&) = T Tae (14)
e posouvajici silu dle rovnic (2) a (14) plati:
B d3v(x) dv(z)  [EJdPw() dw(§)
T(x)=—|EJ P + F 1 | Tesp T =— RPN + F & | (15)

Ctyfi integra¢ni konstanty C, az Cy vypocteme ze dvou okrajovych podminek na kaz-
dém konci prutu. Obdrzime tak soustavu ¢ty homogennich linearnich algebraickych rovnic,
které lze formalné zapsat v maticovém tvaru

Ac=0, (16)
kde A je ¢tvercova matice 4. fadu, ¢ = [C1, Cy, Cs, C’4]T a 0 je nulovy sloupcovy vektor
dimenze 4. Podminkou netrividlniho feSeni soustavy rovnic (16) je

det(A) =0, (17)

coz vyjadruje zaroven podminku stability prutu. Na zakladé tohoto kritéria stability potom
vypocteme velikost kritického zatiZeni a kritické sily.

S ohledem na ulozeni prutt, viz obr. 3, se v praxi obvykle setkavame se ¢tyrmi zaklad-
nimi ptipady vzpéru v pruzné oblasti feseni.

@ (b) (© (d)

Obr. 3: Zakladni pripady ulozeni pruti.
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I. pfipad vzpéru, kdy je prut na jednom konci vetknuty a na druhém volny — obr. 3a.
e Okrajové podminky:

v(0)=0, 0)=0, MU =0, T({)=0. (18)

e Okrajové podminky v bezrozmérném tvaru:

dw(0) d?w(1)

0) =0 —7 = P——=0. (19
e Kritérium stability:
cosn =0 pro n#0. (20)
o Kritické vzpérné zatiZenil:
T

II. pripad vzpéru, kdy je prut na jednom konci pevné kloubové upevnén a na druhém
kloubové upevnén a veden — obr. 3b.

e QOkrajové podminky:

v(0)=0, M@O)=0, w(l)=0, M) =0. (22)

e Okrajové podminky v bezrozmérném tvaru:

d?w(0)

w(0) =0, e =0, w(l) =0, e =0. (23)
e Kritérium stability:
sinn =0 pro n+#0. (24)
o Kiritické vzpérné zatizeni:
n=m. (25)

II1. piipad vzpéru, kdy je prut na jednom konci vetknuty a na druhém kloubové upevnén
a veden — obr. 3c.

e Okrajové podminky:

v(0)=0, ©0)=0, w(i)=0, M) =0. (26)

!Prakticky v§znam maji ve viech &tyfech pfipadech vzpéru pouze uvedené koieny. V piipadé ostatnich
kofenti by musely mit pruty bo¢ni vedeni.
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e Okrajové podminky v bezrozmérném tvaru:

dw(0) d?w(1)
w( ) ? dé— ’ w( ) Y d€2 ( )
o Kritérium stability:
tann =n pro n+#0. (28)

o Kritické vzpérné zatizeni:

n=2.04571 = V27 . (29)

IV. pripad vzpéru, kdy je prut na jednom konci vetknuty a na druhém ukoncen posuvnym
vetknutim — obr. 3d.

e Okrajové podminky:
v(0)=0, ¢0)=0, w()=0, ©(l)=0. (30)

e Okrajové podminky v bezrozmérném tvaru:

dw(0) dw(1)
wo =0, -0, w0, (31)
e Kritérium stability:
1—cosn:gsin77 pro n#0. (32)
e Kritické vzpérné zatizeni:
n=2r. (33)

Velikost kritické sily pro jednotlivé p¥ipady plyne z porovnani (8) s pfislusnymi veli-
kostmi kritického vzpérného zatizeni. Z porovnani takto ziskanych vztahii je ziejma jejich
vzajemnd vazba. VSechny pripady mizeme vyjadrit jednotnym vzorcem

1/4  pro I. pfipad vzpéru,
72 E J i 1 pro II. pripad vzpéru,
Fyr =m0 [2 ’ kde "= 2 pro III. ptipad vzpéru, (34)

4 pro IV. ptipad vzpéru,

ktery je oznacovan jako Eulertiv vzorec vzpéru. Ze vzorce je patrné, ze za kvadraticky
moment prufezu prutu je vzdy nutné dosadit jeho minimalni hodnotu. To plyne ze sku-
tecnosti, Ze vyboceni osové stlacovaného prutu nastane v roviné nejmensi ohybové tuhosti.
Jestlize zavedeme tzv. polomér setrvacnosti ¢ a Stihlostni pomér A pomoci vztahi

) _ Jmm l

Upin, = ;

, (35)
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Obr. 4: Pribeéh kritického napéti dle Tetmayerovy a Eulerovy teorie vzpéru.

muizeme vyjadrit velikost kritického napéti dle Eulera

Fkr 7T2E
=4 " (36)

Okr

kde A je velikost prufezu prutu. Zavislosti ox,. na A je hyperbola 2. fadu s asymptotami
v soufadnicovych osach, jak je patrné z obr. 4.

Jak jiz bylo diive uvedeno, je pouzitelnost Eulerovy teorie vzpéru omezena platnosti
Hookeova zdkona, a je proto vazana podminkou

Opr < Oy s (37)

tj. ze kritické napéti neprevysi mez imérnosti materialu, viz obr. 4. Napéti o, odpovida
tzv. meznimu $tihlostnimu poméru A,.., jehoz hodnotu ur¢ime v souladu se vzorcem (36)
a podminkou (37) jako
nk
)\mez =T\ — (38)

Oy

V souladu se vztahem (37) pak mtizeme vymezit pruZznou oblast feSeni vzpéru podminkou?
A > Anes - (39)
Tetmayerova teorie vzpéru

Reseni v nepruzném oblasti vzpéru neni dosud uspokojive teoreticky nalezeno. Dimenzovani
se zde velmi Casto provadi na zakladé experimentii. Vznikaji tak empirické vzorce, mezi
které patii i Tetmayeriv vztah. Pro houzevnaté materialy je uvadén ve tvaru

Opr = 07 = a — b\, (40)

2V pripadé II. typu vzpéru se navic nedoporucuje zatézovat prut na vzpér, jestlize stihlostni pomér
presahuje hodnotu 200.
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zatimco pro kiehké materialy je doplnén jesté o jeden clen
Opr = 07 = a — b\ — cA2. (41)

Konstanty a a b, popf. ¢, jsou zavislé na pouzitém materidlu a musi byt urceny experi-
mentalné. Jestlize u houzevnatého materialu tyto konstanty nezndme, mizeme je ptiblizné
urcit ze znalosti o, A\je. a meze kluzu materialu o, pro hodnotu A = 0, resp. A = 30, viz
obr. 4. Pti malych stihlostnich pomérech

A< 30 (42)

prechéazi vzpér v prosty tlak a neni nutné jej uvazovat.
Kritickou silu v nepruzné oblasti dostaneme ze znadmého napéti or (viz vztah (40),
popt. (41)) jako
Fkr = FT = AO’T . (43)

Pozndmka: Kriticka sila je pouze teoretickd hodnota a pii praktickém vypoctu zatizeni

prutu je nutné brat v tivahu snizeni nosnosti, ktera je zapficenéna napt. vlivem vyrobni

tolerance nebo nehomogenity materidlu. Tyto okolnosti zahrnujeme do vypoctu pomoci

bezpecnosti k, coz mizeme vyjadrit vztahem pro provozni silu F', resp. napéti o,
Fkr Okr

ng, resp. agk.

(44)

Bezpecnost se obvykle uvazuje v elastickém i plastickém rozsahu vzpéru konstantni a pro
bézné konstrukce se udava k = 2.5 + 3.5.



