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4.3 Resené piiklady

Priklad 1:
Stanovte prumér D ocelové vzpéry zatizené dle obr. 1 osovou
silou F, je-li déno: F = 25kN, 1 =2m, k = 3, E = 2-10° MPa, F !
o, = 150 MPa.
Reseni: 1
Pti feseni budeme nejprve predpokléadat, ze pro zadany piiklad -
je mozné pouzit Eulerovu teorii vzpéru pro pruznou oblast, tj.
ze plati nerovnost
A > Anez- (1)
Podle této teorie provedeme dimenzovani zadaného prutu a Obr. 1
.

nasledné pomoci stanoveného prumeéru D urc¢ime skutecny Stihlostni
pomér A a ovéiime splnéni nerovnosti (1). V piipadé, Ze tato nerovnost bude splnéna,
predpoklad platnosti Eulerovy teorie byl spravny a dimenzovani bylo provedeno korektné.
V opaéném pripadé je nutné k feSeni pouzit Tetmayerovu teorii vzpéru pro nepruznou
oblast.

P1i hledani minimalniho pripustného pruméru D vyjdeme z porovnani velikosti kritické
sily Fy,, uréené podle Eulerovy teorie, s kritickou silou stanovenou z nerovnosti

Fi > kF. (2)

Pro urceni velikosti kritické sily pomoci Eulerovy teorie vyuzijeme tzv. Eulerova vzorce ve
frar w2 B 7D*

o kde Jnin = o (3)
Hodnota parametru n zédlezi na typu vzpéru. V tomto piipadé se jednd o vzpér typu I, a
proto plati n = 1/4. Dosazenim vztahu pro J,,;, a hodnoty n do (3) muzeme kritickou silu
vyjadrit jako

F]ﬂn:n

" 412 25602
Porovnanim vztahu (4) a (2) dostavdme pro piipad rovnosti

(4)

_ mED* B </256Fl<:l? B </256~25000-3-4

=59.3-10"%m = 59. .
5612 —y 5 1013 59.3- 10" m = 59.3mm. (5)

Nyni ovérime, zda predpoklad feseni vzpéru v pruzné oblasti byl spravny, tj. zda
skuteéné plati nerovnost (1). Hodnotu mezniho stihlostntho poméru A,,., uréime pomoci

1
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FE
Ames = 1| 22 (6)
Tu

Po dosazeni zadanych parametru a hodnoty n = 1/4 dostavame A, = 57.4. Skute¢nou
hodnotu stihlostniho poméru potom vypocteme nésledujicim postupem:

obecného vztahu

l l A LAY 4.2
A= = =1 =1 4 = =~ 21349 7
Z.min Imin szn % D 59.3 - 10_3 ( )

Porovndnim (7) s vypoctenou hodnotou A,.. snadno zjistime, ze nerovnost (1) je splnéna,
a tedy dimenzovani, pii némz byl stanoven minimalni prumér prutu D = 59.3 mm, bylo
provedeno spravné.

Priklad 2:
Dimenzujte dievény sloup délky [ znazornény na obr. 1, ktery F
je namahéan osovou silou F, je-li dano: F' = 50kN, [ = 2m,
k =35, E = 8-103MPa, o, = 19.5MPa, a = 29.3MPa, A!E
b = 0.194 MPa.

| ]
Resent: %l// - h
Pti feseni tohoto prikladu budeme postupovat zcela analogicky;, h
jako pri feSeni prvniho prikladu této kapitoly. Nejprve budeme

predpokladat, ze pro feseny priklad je mozné pouzit Eulerovu
teorii vzpéru pro pruznou oblast, tj. ze plati nerovnost

Obr. 1
A > Anes- (1)
Za tohoto predpokladu uréime pomoci vztahu
72 E J h*
Fpp=n——"" k in = — 2
kr n 12 ) de szn 12 ( )

velikost kritické sily, piicemz plati n = 2, nebot se jednd o vzpér typu III. Z rovnice (2)
pak muzeme vyjadrit hledany rozmeér h jako

27T2E % 4 6l2Fk
p= 1t = = h= ", 3
F [2 mE (3)
kde velikost kritické sily Fy, ur¢ime z podminky
Fiy
F< : . (4)
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Dosazenim limitniho ptipadu nerovnosti (4) do (3) a dosazenim zadanych hodnot, 1ze pro
minimalni rozmér h psat

JJ6KIPE ,/6-3.5-4-50000 . _3
h = \/ =y 2 \/ —3.8.109 =854-10""m = 85.4 mm. (5)

Nyni je jesté nutné ovérit, zda pro vypoctenou hodnotu h a zadané parametry je splnéna
podminka (1). Pro mezni hodnotu $tihlostntho poméru A,,.. plati

nk 2-10-10°
mez = T\ T T T 9.5 - 106 00 (6)

Velikost skutecného stihlostniho poméru A vypocteme nésledovné:

[ l [ A | h? l
A= = =1 =l,/—=2v3—.
imin Jmin szn }f_; \/_ h (7)
\/ A

Po dosazeni zadanych hodnot a vyéisleni dostavame A = 81.1. Porovnédnim této hodnoty
a hodnoty A\, je zfejmé, ze predpoklad (1) nebyl spravny, tj. pro feSeni tlohy nelze
pouzit Eulerovu teorii vzpéru, a proto dimenzovéni (konkrétné urceni kritické sily Fj,.)
nebylo provedeno korektné. Pro stanoveni minimélniho rozméru A proto musime pouzit
Tetmayerovu teorii vzpéru pro nepruznou oblast.

Podle této teorie lze velikost F}, urcit pomoci vztahu

F; kr = AO’T, (8)
kde pro kritickou hodnotu napéti or podle Tetmayera v pripadé houzevnatych materialu

je pouzivan empiricky vztah

or = a — b, (9)

ve kterém je hodnota A dédna vztahem (7). Dosazenim (7) a (9) do (8) a vyuzitim limitniho
pripadu nerovnosti (1) muzeme pro hledany rozmér h psét

Fk = h? (a —2V3 %) : (10)

coz po uprave vede na kvadratickou rovnici
ah? — 2v/3bhl — Fk = 0. (11)

Reseni této rovnice lze zapsat ve tvaru

B0kt £/ (V3bht)” 4 akF

a

(12)

1,2
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Po dosazeni zadanych hodnot a vyéisleni dostdvame dva kofeny: h; = 103.6 - 1072 m a
hy = —57.7- 1073 m. Je zfejmé, ze druhy nalezeny koien neni fyzikdlné piipustny, proto
hledany minim&ln{ rozmeér prutfezu sloupu je h = 103.6 mm.

Na zaveér feseni je vhodné jesté ovérit, zda plati podminka

A < Amess (13)
coz je ekvivalentni se splnénim nerovnosti
or > 0y. (14)

Hodnotu A, resp. hodnotu or, snadno uréime dosazenim vypocteného h do (7), resp.
pomoci vztahu (8) a (4). Po vyéisleni potom dostavame A = 66.9, resp. or = 16.3 MPa,
takze nerovnost (13), resp. (14), je splnéna.

Priklad 3:

O jakou teplotu AT je mozné ohtat prut délky [ znazornény na K
obr. 1, aby nedoslo ke ztraté jeho stability. Dano: b = 60 mm,
h=80mm, ! =3m, k=25, E=2-10°MPa, o, = 210 MPa,

|
a=12-10"6°C L 1 é/%/_ h

|

b

Resent:
Ke ztraté stability prutu dojde v pripadé, ze neni splnéna
podminka
F
F < ;T’ (1) Obr. 1

kde F' predstavuje provozni silu, coz je v tomto ptipadé sila v prutu vyvoland jeho ohiatim
o AT. Hodnotu F}, pak uré¢ime pomoci prislusné teorie. O tom, jakou teorii pro vypocet
F}, pouzijeme, rozhodne splnéni (nesplnéni) podminky

A > Apez- (2)

Hodnoty A a \,,.. lze pfitom v tomto pripadé piimo vypoéitat ze zadanych parametru.
Pro stihlostni pomeér \ plati

[ l )\ | bh [
A= = =1 =l =2V3-=173.2. 3
\/ A

Hodnotu mezniho stihlostniho poméru \,,.. uréime pomoci vztahu

E
)\mez =T n_7 (4)

Oy
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kde n = 2, nebot se jednd o vzpér typu I11. Po dosazen{ zadanych hodnot a n do (4) ziskame

Amez = 137.1. Z porovnéni této mezni hodnoty s hodnotou (3) je ziejmé, ze nerovnost (2)

je splnéna, a tedy pro vypocet velikosti kritické sily Fj, muzeme pouzit Eulerovu teorii

vzpéru. Potom lze psat

72 E Join B ntb*h E 5
2o 12 (5)

Fkr:n

V dalsim kroku feSeni je nutné urcit velikost provozni sily F. Pii vyuziti Hookeova
zakona pro jednoosou napjatost a vztahu pro uréeni deformace prizmatického prutu vlivem
zmény teploty muzeme tuto hodnotu vypocitat jako

F=0A=FEg A=FEaATA=abhFEAT, (6)

kde oy, resp. &, predstavuje napéti, resp. deformaci, pti zméné teploty o AT.
Dosazenim (6) a (5) do (1) ziskdme nerovnost

nm?bPhE
EAT < —————
abh < (7)
ze které jiz snadno vyjadiime hledanou zménu teploty AT jako
22 2 - 7% 0.06
AT < 277 _ T = 21.9°C. (8)

~ 12akl? 12-12-1076.25-9

To znamena, ze ztrata stability prutu nenastane, pokud se jeho teplota nezvysi o vice jak
21.9°C.

Priklad 4:
Pro prut kruhového prutrezu o pruméru D a délky [, ktery je
zatizen osovou silou F' (viz obr. 1), odvodte kritérium stability F
a urcete velikost kritické sily Fj, pro hodnoty parametru Y
a = {0.25,0.5,0.75}, je-li ddno: D = 50mm, [ = 3m,
E = 2-10°MPa. Pii feseni predpokladejte platnost Eulerovy M—
teorie vzpéru. 1
al
Resent: ZD
Pti teseni zadané tlohy je nutné rozdélit prut na dvé casti.

Provedme toto rozdéleni v souladu s obr. 2 na ¢dst 1, kde
x € (0,al), a ¢ast 2, kde x € (al,l). Je ziejmé, Ze v obou Obr. 1
uvazovanych c¢astech prutu musi platit Eulerova rovnice vzpéru ve tvaru

d*w; (€ d*w; (&
2054()“72 ;vgé)

=0, (1)
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Obr. 2
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kde index 7 = 1,2 odpovidd jednotlivym c¢astem prutu, pfricemz pro
veli¢iny &, w a 7 plati

&=

Y w =

% a N = (2)

v , FI?
[
kde v predstavuje pruhyb (vyboéeni) prutu.

Obecnd feseni rovnice (1) pro jednotlivé ¢asti prutu lze zapsat ve
tvaru

wi(§) = By + By§ + Bz sin(n&) + By cos (n ),
wy(§) = C1 4 Coé+ Cssin(né) + Cy cos (n§), (3)

kde B; a C; (i = 1,...,4) predstavuji 8 integracnich konstant, které je
nutné urcit z celkem 8 okrajovych podminek formulovanych na koncich

prutu, tj. pro{ =0 a £ =1, a v misté £ = a. S ohledem na ulozeni prutu lze téchto 8
okrajovych podminek formulovat nésledovneé:

w1(0) = 0 (nulovy pruhyb ve vetknuti),

dw1 (O

~—

= 0 (nulovy thel natoceni ve vetknuti),

= 0 (nulovy pruhyb ¢asti 1 v misté £ = a),
0 (nulovy pruhyb ¢ésti 2 v misté & = a),
dwi(a)  dwsy(a)

dé de

d*wi(a)  d’ws(a)

(spojitost thlu natoceni ¢asti 1 a 2 v misté £ = a),

> d¢?

d2w2(1)
g2

d3wo(1) L dwy(1)

a3

(spojitost funkei ohybového momentu ¢asti 1 a 2 v misté £ = a),

= 0 (nulovy ohybovy moment v misté £ = 1),

= 0 (nulovéa posouvajici sila v misté £ = 1). (4)

dg

Dosazenim obecnych teseni (3) do okrajovych podminek (4) ziskdme soustavu 8 rovnic pro
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8 nezndmych konstant B; a C; (i = 1,...,4), kterou lze zapsat v maticovém tvaru

[1 0 0 1 0 0 0 0 |
01 n 0 0 O 0 0 [ By ] [0]
1 a sin(na) cos(na) 0 0 0 0 gi 8
0 0 0 0 1 a sin (na) cos (na) B, 0
0 1 <cos(na)n —sin(na)n 0 —1 —cos(na)n sin(na)n G| |0
0 0 —sin(na)n® —cos(na)n?* 0 0 sin(pa)n® cos(na)n? gz 8
00 0 0 0 0 —sin(n)n* —cos(n)n* || Ca| |0 ]

00 0 0 0 0 0 |

(5)
Z podminky existence netrividlniho feseni soustavy (5), tj. z podminky nulovosti de-
terminantu matice soustavy, potom ziskame rovnici, kterou lze po tpravé zapsat ve tvaru

n" {2 — cos(na)]sin[(1 —a)n] + nacosn —sinn} = 0. (6)

Z tvaru rovnice (6) je patrné, ze prvnim jejim kotenem je n = 0. Tento ndsobny kofen
vsak nemd fyzikdln{ vyznam, nebot, s ohledem na vztah (2)3, odpovidd F' = 0. Zbyvajici
koreny lze nalézt feSenim rovnice

[2 —cos(na)]sin[(1 —a)n] +nacosn—sinn =0, (7)

ktera predstavuje hledané kritérium stability prutu. Prvni nenulovy kofen této rovnice,
ktery muzeme pro konkrétni hodnoty parametru a nalézt jejim numerickym fesenim, potom
reprezentuje kritické vzpérné zatizeni prutu. Pro zadané hodnoty a tak dostavame koreny

Noas = 1.9329, 105 = 25032 a 7o = 3.4484. (8)
Z nalezenych korenu (8) jiz potom pomoci vztahu (2); a vztahu J = ”6—[11 velmi snadno
dopocitame hodnoty kritickych sil v jednotlivych ptipadech:

Frroos = 25.470kN,  Fioos = 42.718kN a  Flo75 = 81.071 kN, (9)

v e/

varianta a = 0.75, coz bylo mozné ocekavat.

1V pifpadé a = 1 prechdz{ fesena tloha na vzpér typu III, kritérium stability (7) se zjednodusi na
rovnici tann = 7, jejiz prvni nenulovy koten je n = 4.4934 = 1/2.0457w. Tato hodnota odpovida kritické
sile Fy,1 = 137.654 kN.



