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4.3 Řešené př́ıklady

Př́ıklad 1:

Obr. 1

Stanovte pr̊uměr D ocelové vzpěry zat́ıžené dle obr. 1 osovou
silou F , je-li dáno: F = 25 kN, l = 2 m, k = 3, E = 2·105 MPa,
σu = 150 MPa.

Řešeńı:

Při řešeńı budeme nejprve předpokládat, že pro zadaný př́ıklad
je možné použ́ıt Eulerovu teorii vzpěru pro pružnou oblast, tj.
že plat́ı nerovnost

λ ≥ λmez. (1)

Podle této teorie provedeme dimenzováńı zadaného prutu a
následně pomoćı stanoveného pr̊uměru D urč́ıme skutečný št́ıhlostńı
poměr λ a ověř́ıme splněńı nerovnosti (1). V př́ıpadě, že tato nerovnost bude splněna,
předpoklad platnosti Eulerovy teorie byl správný a dimenzováńı bylo provedeno korektně.
V opačném př́ıpadě je nutné k řešeńı použ́ıt Tetmayerovu teorii vzpěru pro nepružnou
oblast.

Při hledáńı minimálńıho př́ıpustného pr̊uměru D vyjdeme z porovnáńı velikosti kritické
śıly Fkr, určené podle Eulerovy teorie, s kritickou silou stanovenou z nerovnosti

Fkr ≥ kF. (2)

Pro určeńı velikosti kritické śıly pomoćı Eulerovy teorie využijeme tzv. Eulerova vzorce ve
tvaru

Fkr = n
π2EJmin

l2
, kde Jmin =

πD4

64
. (3)

Hodnota parametru n zálež́ı na typu vzpěru. V tomto př́ıpadě se jedná o vzpěr typu I, a
proto plat́ı n = 1/4. Dosazeńım vztahu pro Jmin a hodnoty n do (3) můžeme kritickou śılu
vyjádřit jako

Fkr =
π2E πD4

64

4l2
=

π3ED4

256l2
. (4)

Porovnáńım vztah̊u (4) a (2) dostáváme pro př́ıpad rovnosti

kF =
π3ED4

256l2
⇒ D =

4

√

256Fkl2

π3E
=

4

√

256 · 25000 · 3 · 4
2 · 1011π3

.
= 59.3 · 10−3 m = 59.3 mm. (5)

Nyńı ověř́ıme, zda předpoklad řešeńı vzpěru v pružné oblasti byl správný, tj. zda
skutečně plat́ı nerovnost (1). Hodnotu mezńıho št́ıhlostńıho poměru λmez urč́ıme pomoćı
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obecného vztahu

λmez = π

√

nE

σu

. (6)

Po dosazeńı zadaných parametr̊u a hodnoty n = 1/4 dostáváme λmez
.
= 57.4. Skutečnou

hodnotu št́ıhlostńıho poměru potom vypočteme následuj́ıćım postupem:

λ =
l

imin

=
l

√

Jmin

A

= l

√

A

Jmin

= l

√

πD2

4

πD4

64

=
4l

D
=

4 · 2
59.3 · 10−3

.
= 134.9 (7)

Porovnáńım (7) s vypočtenou hodnotou λmez snadno zjist́ıme, že nerovnost (1) je splněna,
a tedy dimenzováńı, při němž byl stanoven minimálńı pr̊uměr prutu D

.
= 59.3 mm, bylo

provedeno správně.

Př́ıklad 2:

Obr. 1

Dimenzujte dřevěný sloup délky l znázorněný na obr. 1, který
je namáhán osovou silou F , je-li dáno: F = 50 kN, l = 2 m,
k = 3.5, E = 8 · 103 MPa, σu = 19.5 MPa, a = 29.3 MPa,
b = 0.194 MPa.

Řešeńı:

Při řešeńı tohoto př́ıkladu budeme postupovat zcela analogicky,
jako při řešeńı prvńıho př́ıkladu této kapitoly. Nejprve budeme
předpokládat, že pro řešený př́ıklad je možné použ́ıt Eulerovu
teorii vzpěru pro pružnou oblast, tj. že plat́ı nerovnost

λ ≥ λmez. (1)

Za tohoto předpokladu urč́ıme pomoćı vztahu

Fkr = n
π2EJmin

l2
, kde Jmin =

h4

12
(2)

velikost kritické śıly, přičemž plat́ı n = 2, neboť se jedná o vzpěr typu III. Z rovnice (2)
pak můžeme vyjádřit hledaný rozměr h jako

Fkr =
2π2E h4

12

l2
= ⇒ h =

4

√

6l2Fkr

π2E
, (3)

kde velikost kritické śıly Fkr urč́ıme z podmı́nky

F ≤ Fkr

k
. (4)
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Dosazeńım limitńıho př́ıpadu nerovnosti (4) do (3) a dosazeńım zadaných hodnot, lze pro
minimálńı rozměr h psát

h =
4

√

6kl2F

π2E
=

4

√

6 · 3.5 · 4 · 50000

π2 · 8 · 109

.
= 85.4 · 10−3 m = 85.4 mm. (5)

Nyńı je ještě nutné ověřit, zda pro vypočtenou hodnotu h a zadané parametry je splněna
podmı́nka (1). Pro mezńı hodnotu št́ıhlostńıho poměru λmez plat́ı

λmez = π

√

nE

σu

= π

√

2 · 10 · 109

19.5 · 106

.
= 100. (6)

Velikost skutečného št́ıhlostńıho poměru λ vypočteme následovně:

λ =
l

imin

=
l

√

Jmin

A

= l

√

A

Jmin

= l

√

h2

h4

12

= 2
√

3
l

h
. (7)

Po dosazeńı zadaných hodnot a vyč́ısleńı dostáváme λ
.
= 81.1. Porovnáńım této hodnoty

a hodnoty λmez je zřejmé, že předpoklad (1) nebyl správný, tj. pro řešeńı úlohy nelze
použ́ıt Eulerovu teorii vzpěru, a proto dimenzováńı (konkrétně určeńı kritické śıly Fkr)
nebylo provedeno korektně. Pro stanoveńı minimálńıho rozměru h proto muśıme použ́ıt
Tetmayerovu teorii vzpěru pro nepružnou oblast.

Podle této teorie lze velikost Fkr určit pomoćı vztahu

Fkr = AσT , (8)

kde pro kritickou hodnotu napět́ı σT podle Tetmayera v př́ıpadě houževnatých materiál̊u
je použ́ıván empirický vztah

σT = a − bλ, (9)

ve kterém je hodnota λ dána vztahem (7). Dosazeńım (7) a (9) do (8) a využit́ım limitńıho
př́ıpadu nerovnosti (1) můžeme pro hledaný rozměr h psát

Fk = h2

(

a − 2
√

3
bl

h

)

, (10)

což po úpravě vede na kvadratickou rovnici

ah2 − 2
√

3bhl − Fk = 0. (11)

Řešeńı této rovnice lze zapsat ve tvaru

h1,2 =

√
3bhl ±

√

(√
3bhl

)2

+ akF

a
. (12)
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Po dosazeńı zadaných hodnot a vyč́ısleńı dostáváme dva kořeny: h1

.
= 103.6 · 10−3 m a

h2

.
= −57.7 · 10−3 m. Je zřejmé, že druhý nalezený kořen neńı fyzikálně př́ıpustný, proto

hledaný minimálńı rozměr pr̊uřezu sloupu je h
.
= 103.6 mm.

Na závěr řešeńı je vhodné ještě ověřit, zda plat́ı podmı́nka

λ < λmez, (13)

což je ekvivalentńı se splněńım nerovnosti

σT > σu. (14)

Hodnotu λ, resp. hodnotu σT , snadno urč́ıme dosazeńım vypočteného h do (7), resp.
pomoćı vztah̊u (8) a (4). Po vyč́ısleńı potom dostáváme λ

.
= 66.9, resp. σT

.
= 16.3 MPa,

takže nerovnost (13), resp. (14), je splněna.

Př́ıklad 3:

Obr. 1

O jakou teplotu ∆T je možné ohřát prut délky l znázorněný na
obr. 1, aby nedošlo ke ztrátě jeho stability. Dáno: b = 60 mm,
h = 80 mm, l = 3 m, k = 2.5, E = 2 · 105 MPa, σu = 210 MPa,
α = 12 · 10−6 ◦C−1.

Řešeńı:

Ke ztrátě stability prutu dojde v př́ıpadě, že neńı splněna
podmı́nka

F ≤ Fkr

k
, (1)

kde F představuje provozńı śılu, což je v tomto př́ıpadě śıla v prutu vyvolaná jeho ohřát́ım
o ∆T . Hodnotu Fkr pak urč́ıme pomoćı př́ıslušné teorie. O tom, jakou teorii pro výpočet
Fkr použijeme, rozhodne splněńı (nesplněńı) podmı́nky

λ ≥ λmez. (2)

Hodnoty λ a λmez lze přitom v tomto př́ıpadě př́ımo vypoč́ıtat ze zadaných parametr̊u.
Pro št́ıhlostńı poměr λ plat́ı

λ =
l

imin

=
l

√

Jmin

A

= l

√

A

Jmin

= l

√

bh
b3h
12

= 2
√

3
l

b
.
= 173.2. (3)

Hodnotu mezńıho št́ıhlostńıho poměru λmez urč́ıme pomoćı vztahu

λmez = π

√

nE

σu

, (4)
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kde n = 2, neboť se jedná o vzpěr typu III. Po dosazeńı zadaných hodnot a n do (4) źıskáme
λmez

.
= 137.1. Z porovnáńı této mezńı hodnoty s hodnotou (3) je zřejmé, že nerovnost (2)

je splněna, a tedy pro výpočet velikosti kritické śıly Fkr můžeme použ́ıt Eulerovu teorii
vzpěru. Potom lze psát

Fkr = n
π2EJmin

l2
=

nπ2 b3 h E

12 l2
. (5)

V daľśım kroku řešeńı je nutné určit velikost provozńı śıly F . Při využit́ı Hookeova
zákona pro jednoosou napjatost a vztahu pro určeńı deformace prizmatického prutu vlivem
změny teploty můžeme tuto hodnotu vypoč́ıtat jako

F = σt A = E εt A = E α ∆T A = α b h E ∆T, (6)

kde σt, resp. εt, představuje napět́ı, resp. deformaci, při změně teploty o ∆T .
Dosazeńım (6) a (5) do (1) źıskáme nerovnost

α b h E ∆T ≤ nπ2 b3 h E

12 k l2
, (7)

ze které již snadno vyjádř́ıme hledanou změnu teploty ∆T jako

∆T ≤ nπ2 b2

12 α k l2
=

2 · π2 · 0.062

12 · 12 · 10−6 · 2.5 · 9
.
= 21.9 ◦C. (8)

To znamená, že ztráta stability prutu nenastane, pokud se jeho teplota nezvýš́ı o v́ıce jak
21.9 ◦C.

Př́ıklad 4:

Obr. 1

Pro prut kruhového pr̊uřezu o pr̊uměru D a délky l, který je
zat́ıžen osovou silou F (viz obr. 1), odvoďte kritérium stability
a určete velikost kritické śıly Fkr pro hodnoty parametru
a = {0.25, 0.5, 0.75}, je-li dáno: D = 50 mm, l = 3 m,
E = 2 · 105 MPa. Při řešeńı předpokládejte platnost Eulerovy
teorie vzpěru.

Řešeńı:

Při řešeńı zadané úlohy je nutné rozdělit prut na dvě části.
Proveďme toto rozděleńı v souladu s obr. 2 na část 1, kde
x ∈ 〈0, al〉, a část 2, kde x ∈ 〈al, l〉. Je zřejmé, že v obou
uvažovaných částech prutu muśı platit Eulerova rovnice vzpěru ve tvaru

d4wi(ξ)

dξ4
+ η2

d2wi(ξ)

dξ2
= 0, (1)
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Obr. 2

kde index i = 1, 2 odpov́ıdá jednotlivým částem prutu, přičemž pro
veličiny ξ, w a η plat́ı

ξ =
x

l
, w =

v

l
a η2 =

Fl2

EJ
, (2)

kde v představuje pr̊uhyb (vybočeńı) prutu.
Obecná řešeńı rovnice (1) pro jednotlivé části prutu lze zapsat ve

tvaru

w1(ξ) = B1 + B2 ξ + B3 sin (η ξ) + B4 cos (η ξ),

w2(ξ) = C1 + C2 ξ + C3 sin (η ξ) + C4 cos (η ξ), (3)

kde Bi a Ci (i = 1, . . . , 4) představuj́ı 8 integračńıch konstant, které je
nutné určit z celkem 8 okrajových podmı́nek formulovaných na konćıch

prutu, tj. pro ξ = 0 a ξ = 1, a v mı́stě ξ = a. S ohledem na uložeńı prutu lze těchto 8
okrajových podmı́nek formulovat následovně:

w1(0) = 0 (nulový pr̊uhyb ve vetknut́ı),

dw1(0)

dξ
= 0 (nulový úhel natočeńı ve vetknut́ı),

w1(a) = 0 (nulový pr̊uhyb části 1 v mı́stě ξ = a),

w2(a) = 0 (nulový pr̊uhyb části 2 v mı́stě ξ = a),

dw1(a)

dξ
=

dw2(a)

dξ
(spojitost úhlu natočeńı části 1 a 2 v mı́stě ξ = a),

d2w1(a)

dξ2
=

d2w2(a)

dξ2
(spojitost funkćı ohybového momentu části 1 a 2 v mı́stě ξ = a),

d2w2(1)

dξ2
= 0 (nulový ohybový moment v mı́stě ξ = 1),

d3w2(1)

dξ3
+ η2

dw2(1)

dξ
= 0 (nulová posouvajićı śıla v mı́stě ξ = 1). (4)

Dosazeńım obecných řešeńı (3) do okrajových podmı́nek (4) źıskáme soustavu 8 rovnic pro
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8 neznámých konstant Bi a Ci (i = 1, . . . , 4), kterou lze zapsat v maticovém tvaru
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(5)

Z podmı́nky existence netriviálńıho řešeńı soustavy (5), tj. z podmı́nky nulovosti de-
terminantu matice soustavy, potom źıskáme rovnici, kterou lze po úpravě zapsat ve tvaru

η7 {[2 − cos(η a)] sin [(1 − a) η] + η a cos η − sin η} = 0. (6)

Z tvaru rovnice (6) je patrné, že prvńım jej́ım kořenem je η = 0. Tento násobný kořen
však nemá fyzikálńı význam, neboť, s ohledem na vztah (2)3, odpov́ıdá F = 0. Zbývaj́ıćı
kořeny lze nalézt řešeńım rovnice

[2 − cos(η a)] sin [(1 − a) η] + η a cos η − sin η = 0, (7)

která představuje hledané kritérium stability prutu. Prvńı nenulový kořen této rovnice,
který můžeme pro konkrétńı hodnoty parametru a nalézt jej́ım numerickým řešeńım, potom
reprezentuje kritické vzpěrné zat́ıžeńı prutu. Pro zadané hodnoty a tak dostáváme kořeny

η 0.25
.
= 1.9329, η 0.5

.
= 2.5032 a η 0.75

.
= 3.4484. (8)

Z nalezených kořen̊u (8) již potom pomoćı vztahu (2)3 a vztahu J = πD4

64
velmi snadno

dopoč́ıtáme hodnoty kritických sil v jednotlivých př́ıpadech:

Fkr 0.25
.
= 25.470 kN, Fkr 0.5

.
= 42.718 kN a Fkr 0.75

.
= 81.071 kN1. (9)

Z uvedených hodnot kritických sil je zřejmé, že z hlediska stability prutu je nejbezpečněǰśı
varianta a = 0.75, což bylo možné očekávat.

1V př́ıpadě a = 1 přecháźı řešená úloha na vzpěr typu III, kritérium stability (7) se zjednoduš́ı na
rovnici tan η = η, jej́ıž prvńı nenulový kořen je η

.
= 4.4934

.
=

√
2.0457π. Tato hodnota odpov́ıdá kritické

śıle Fkr 1

.
= 137.654 kN.
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