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2.1 Shrnuti zakladnich poznatku

S plnosténnymi rotujicimi kotouci se setkdvame hlavné u parnich a spalovacich turbin a
turbokompresorti. Matematicky model rotujicich kotouci mizeme s ispéchem vyuzit napf.
i pfi navrhu nékterych setrvacéniki.

Pti odvozeni teorie plnosténnych rotujicich kotoucti respektujeme zakladni predpoklady,
se kterymi se setkdvame i u fady jinych technickych problémi:

e Materiél kotouce je linearné elasticky (zatézovani probihéa v oblasti platnosti Hooke-
ova zakona), homogenni a isotropni.

Pomérné deformace, které mohou vznikat v kotouci, jsou malé, tj. ¢ < 1.

Respektujeme Saint-Venantiv princip, pii kterém se lokalni charakter zatiZeni pro-
jevuje jen v jeho blizkém okoli.

e Podminky rovnovahy sil sestavujeme na nepietvoreném télese kotouce.

e Vliv vlastni tihy télesa na stav napjatosti a deformace neuvazujeme (zanedbavame).

Stav napjatosti a deformace v obecném bodé kotouce je tcelné vysetiovat ve valcovych
soutadnicich 7, ¢, z, jejichz orientace je patrna z obr. 1. S ohledem na tvar kotouce neni
stav napjatosti obecné snadno fesitelny, a proto uc¢inme dalsi zjednodusujici predpoklady:

e Kotou¢ je vzhledem ke svému priméru tenky a symetricky viici roviné r — z. Tloustka
kotouce b je obecné proménnd, pficemz je zndma funkéni zavislost b = b(r). Potom
mizeme uvazovat napéti v radialnim sméru na libovolné valcové plose souosé s ko-
toucem za nezavislé na tloustce, coz v dusledku znamené, Ze o, neni funkci z.

e Kotouc¢ rotuje kolem osy rotace z konstantni thlovou rychlosti w [rad s_l], kterou lze
vyjadfit pomoci poétu otacek kotoude n [min~'] vztahem

™

=30 = konst. (1)

w

Do vypoctu tedy nezahrnujeme dobu rozbéhu a dobéhu kotouce, popt. zménu otacek za
provozu. Pii splnéni uvedenych predpokladt zistavaji valcové a osové fezy kotouce i za
deformace vzajemné kolmé, nedochazi mezi nimi ke zkosu a v kone¢ném disledku jsou
sdruzena smykova napéti v téchto fezech nulova. Na valcovych fezech mohou i tak ptisobit
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e Smykova napéti na valcovych fezech plisobici ve sméru osy rotace zanedbavame, tj.
u tenkych kotouci jsou velikosti téchto smykovych napéti zanedbatelnd v porovnani
s nenulovymi normalovymi napétimi. Valcové a osové fezy tak povazujeme za hlavni
roviny napéti.
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Vzhledem k vysSe uvedenému je zkoumand tloha
rotacné symetricka vzhledem k ose rotace (napéti
nejsou funkei ).

P1i vysettovani stavu napjatosti kotouce vychéa-
zime z vyjmutého elementarniho prvku nadoby za
dodrzeni principu metody fezti. Vedeme 4 myslené
fezy: 2 souosé valcové fezy o polomeérech r a r + dr
a 2 soumezné fezy urcené souradnicemi ¢ a ¢+ dyp,
které obsahuji osu rotace kotouce, viz obr. 1. Pro-
toze je kotou¢ povazovan za tenky, nejsou pro vy-
mezeni elementarniho prvku nutné fezy kolmé na
osu rotace z. Na 4 stény (fezy) takto vzniklého ele-
mentarniho hranolku pfipojime tc¢inky vnitinich sil
Obr. 1: Napjatost v elementarnim ze zbyvajici ¢asti kotouce. Pfitom vyuzijeme téchto
hranolku. skutec¢nosti:

e Stény hranolku maji nekonecné malou plochu, a tak napéti, na né piisobici, lze uva-
zovat jako rovnomeérné rozlozena.

e S ohledem na rotaci kotouce pii konstantnich otackach piisobi na hranolek v radidlnim
sméru elementarni odstrediva sila dC, jejiz velikost urc¢ime jako
dC = w?rdm = ow?rdV = ow?r?bdrdyp, (2)
kde o je mérnd hmotnost (hustota) materidlu kotouce a kde dm, resp. dV, reprezen-
tuje hmotnost, resp. objem, elementarniho hranolku z obr. 1.

e V elementarnim hranolku je tedy dvojosy stav napjatosti ur¢eny hlavnimi napétimi
o, — radidlni a o, — obvodové 1. Protoze smysly napéti nejsou piedem zndmy, uvazuji
se obé a priori jako tahova (obr. 1), pfi¢emz jejich skuteéné sméry obdrzime pii Feseni
konkrétni ulohy.

S ohledem na drive uvedené skutecnosti mizeme uvést, ze rovnéz obvodové napéti pova-
zujeme funkéné zavislé pouze na poloméru r, tj. o, = oy(r).

Zakladni rovnice

Abychom dokazali urcit ulpny stav napjatosti v plnosténném rotujicim kotouci, sestavime
pro elementarni prvek (obr. 1):

e jednu podminku rovnovahy v radidlnim sméru

do, r db 29
O'T—O't—FTW‘i‘EUTE‘FQQ}T —0, (3)

INapéti o, se také ¢asto znadi dle piislusné soufadnice, tj. Op-
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e dvé geometricko-deformacni rovnice vyjadiujici zavislost mezi pomérnymi deforma-
cemi (prodlouzenimi) v radidlnim a obvodovém sméru a posuvem u = u(r) v radial-
nim sméru?

d dp —rd
o=l o lrtwdemrde u (4)
dr rde r
e jednu rovnici spojitosti deformaci, tzv. rovnici kompatibility,
d€t 1
— =—(& — &), 5)
o=~ (e -l )

e uzitim obecného Hookeova zakona dvé fyzikalni rovnice pro pomérné deformace v ra-
didlnim a obvodovém sméru

e = —= (0, — voy) a & =—=(op—vo,), (6)

E E
kde E je Youngtv modul pruznosti a v je Poissonovo cislo.

Zakladni soustavu Sesti rovnic (3) az (6) je mozné v zasadé Fesit dvéma zptisoby. Pfi
hledani nezndmych funkci pouzijeme bud deformacni variantu feseni, kde jsou nezndmymi
posuvy, nebo silovou variantu feseni, kde jsou nezndmymi napéti. Resitelnost soustavy do
znaéné miry urcuje funkce b(r). Proto se feSeni analytickym pfistupem obvykle zjednodu-
Suje na piipady, u nichZ je feSeni soustavy pomérné snadné. Reeni zjednodusenych pipadi
rotujiciho kotouce pak mtze slouzit za zaklad pribliznych metod, umoznujicich pomérné

vevs

zatizeni.
T 4 , °osr s v ’, v 32
Obecné reseni rotujiciho kotouce konstantni tloustky

P1i hledéni dvojosého stavu napjatosti v kotouci konstantni tloustky ztstavaji vztahy (4)
az (6) bez zmény. Podminka rovnovahy (3) se s pfihlédnutim k b # b(r) zjednodusi na tvar

do,
ar—ot—i-rg—i-gw%j:o. (7)

Soustavé rovnic (4) az (7) potom vyhovuji dvé obecnd feseni®

D D
o, :Dlir_j_ B+v)D,r* a0y ZDHET—; — (1+3v)Dyr? (8)

urcujici rozlozeni hlavnich napéti o, a o, ve sténé kotouce, kde D; a D, jsou integracni
konstanty. Konstantu D, mlzeme psat ve tvaru

2
ow
D,=—. 9
: )
Ze vztaht (8) je zfejmé, Ze prvni ¢len v obou rovnicich vyjadiuje pouze posunuti vyslednych

krivek, druhé ¢leny urcuji hyperboly 2. stupné a tteti ¢leny urcuji dvé paraboly. Definujme

2Funkce u je proménné pouze 7, coz plyne obdobné jako u sloZek napéti z uvedengch predpokladii.
3V dalsim budeme pracovat s feSenim: o, = Dy — Dor =2 —(3+v)D1? a 0y = D1+ Dox =2 —(1+3v) D, r?
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Obr. 2: RozloZeni napéti o, a o, ve sténé rotujiciho kotouce konstantni tloustky.

&) OT D, TBo o, G

nyni dvé pomocné parabolické funkce
pr =Dy — (34 v)D,r? a py = Dy — (1 +3v)D,r?

se spoleénym vrcholem v bodé By o soutadnicich [0, D;], které vznikly ze vztahi (8) pro
o a 0y anulovanim druhych (hyperbolickych) ¢lentt, viz obr. 2. Je evidentni, Ze tvar obou
parabol nezavisi na integracnich konstantach D; a Dy a tudiz nezavisi ani na okrajovych
podminkach. Porovname-li nyni charakter kiivek o, a p,, resp. o; a p;, lze konstatovat, ze
o, resp. oy, se asymptoticky blizi k p,, resp. p;, jak je zfejmé z obr. 2. Z obrazku je dale
patrny rostouci vliv hyperbolickych ¢lenti s klesajici velikosti poloméru r. Z analyzy dale
vyplyva, ze v pripadé zastaveni kotouce, tj. pro w = 0, maji vztahy pro napéti o, a o,
formalné stejny tvar jako u tlohy rotacné symetrické tlustosténné valcové nadoby.

Uloha s okrajovymi podminkami pro kotoué konstantni tloustky

Pomoci obecného Feseni (8) a okrajovych podminek? stanovime konkrétni tvar integra¢nich
konstant Dy a Ds. Z hlediska technické praxe uvazujme typicky pripad namahéani kotouce
(obr. 2) odstfedivou silou ¢asti na néj pripevnénych (napf. turbinovych lopatek) a tlakem
v nalisovani, je-li kotou¢ s presahem nalisovan na hiidel. Ptislusné okrajové podminky lze
potom formulovat takto:

o,(r1) = —m a 0r(r2) = 02, (10)

kde skutecnost, ze jde na poloméru r; o tlak, je vyjadiena zapornym znaménkem a symbol

4Jedna se o statické okrajové podminky, protoze na hranici piedepisujeme statické podmiky rovnovahy.
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p1 pak znadi pouze velikost tohoto tlaku. S vyuzitim (8) upravime okrajové podminky (10)
na soustavu dvou linearnich algebraickych rovnic

D D
Di— 3 =@+nDai=-p a Di-F-@+nDai=c (1)
1 2

pro neznamé D a Ds. Po vyreseni soustavy obdrzime

2 2 2,.2
Ty + 021 + og)rir
PO o Dy — (34 w) Dty + PO

Dy = (3+v)D,, (r; + 13
1= B+ v)Dy (rf +73) + I 2 r2 — 2

. (12)
Vzhledem k platnosti principu superpozice zatizeni lze ukazat, ze prvni cleny ve vztazich
(12) odpovidaji feseni rotujiciho kotouce s nezatiZenymi okraji, zatimco druhé ¢leny feseni
nerotujiciho kotouce s okrajovymi podminkami (10).

Deformace rotujiciho kotouce

Povazujme stav napjatosti v kotoudi, obecné proménné tloustky, za znamy. Zménu polo-
méru Ar(r) kotoufe vypocteme stejné jako radialni posuv u(r), tj. Ar = u. Pro zménu
poloméru obecného kruhového vldkna tedy plati, s prihlédnutim k (4) a (6),

Ar=reg = % (o —voy) . (13)

Pro vypocet zmény sitky kotouce Ab(r) vyuzijeme platnosti vztahu ¢, = d(Az)/d=.
Vyuzitim Hookeova zékona lze pro celkovou zménu tloustky kotouce Ab psat

b/2 1 b/2 b

Ab = / e, dz = 5 [—v (0, + 01)] / dz = % (o, +0¢) . (14)
—b/2 —b/2

Z uvedeného odvozeni je patrné, Ze Ab neni na celém kotouci konstantni, nebot o, = ,.(r)

a 0; = o4(r). Vzhledem k charakteru napéti je pri¢né ziuzeni kotouce blize ose rotace vétsi.

V osovych tezech kotouce tedy skutecné dochazi ke zkoseni a vzniku smykového napéti,

které ovsem zanedbavame, jak bylo uvedeno v predpokladech.

V zéavéru shrnuti upozornéme na moznost vzniku piidavného namahani kotouce od
nerovnomérné rozlozené teploty podél poloméru kotouce. S timto problémem se obvykle
setkavame u spalovacich turbin, na jejichz obvodu jsou teploty vysoké a kotouce jsou proto
chlazeny. Ve vypoctech se pro zjednoduSeni uvazuje teplota T [K] jako funkce obecného
poloméru, tedy 7" = T'(r). Vliv teploty se v soustavé zakladnich rovnic projevi rozsifenim
rovnic (6) o ¢len, ktery predstavuje deformaci vlivem zmény teploty. Tuto deformace udava
teplotni rozdil AT = T — Ty, kde Ty je zndma pocatecni teplota, a soucinitel tepelné
roztaznosti materialu kotouce ag [K™!]. Fyzikalni rovnice potom nabyvaji tvaru

1
== (0 —voy) +arAT a & = z (01 —voy) + ar AT (15)

Jesté upozornéme na fakt, ze za vysokych teplot je nutno také pfihlizet k moznym
zménam mechanickych vlastnosti materialu, popf. ke vzniku dlouhodobého procesu teceni
(creep) materidlu za vysokych teplot.



