PLNOSTENNE ROTUJICI KOTOUCE
Autori: M. Zagicek, V. Addmek

2.3 Resené piiklady

Priklad 1:

Vysetiete a v méritku zakreslete napjatost ve volné p)
rotujicim kotoudi konstantni tloustky 25mm, ktery je -1
na obr. 1. Na nebezpeéném poloméru provedte vypo- A

¢et bezpecnosti z hlediska Guestovy hypotézy pevnosti. N _\~\\\\xi
Déle stanovte velikosti zmén poloméra Ar(ry), Ar(rs)

a zmén Sitky Ab(r1), Ab(ry) kotouce, je-li dano: p =
= 78-10%kgm 3, E = 2.2-10°MPa, v = 0.3, Re = Obr. 1
= 280 MPa, n = 3000 min—%, r; = 15 mm, r, = 450 mm.

Reseni:

V prvnim kroku stanovime nejprve integracni konstanty, které se vyskytuji ve vztazich
pro radialni a obvodové napéti. Jejich hodnoty urc¢ime pomoci okrajovych podminek, které

jsou pro kotou¢ na obr. 1 dany rovnicemi
o.(r1) =0 a  o.(ry) =0.

Po dosazeni obecného feSeni pfechazeji v soustavu dvou algebraickych rovnic

D D
Di—=2—(B3+v)Dsri=0 a Di—=2—(3+v)Da3=0
r{ T3

pro neznamé D; a Dy. Po vyfeSeni (2) jsou integracni konstanty dany ve tvaru
Dy = (3+v)D, (r} +13) a Dy = (3+v)D,rirs.
Dosazenim numerickych hodnot nejprve vypocteme

B &2 B w2on? B 7r_27.8 -10% - 30002

8 2 2 602

a posléze dosazenim do (3) urcime i ¢iselné hodnoty integrac¢nich konstant

= 06.2286 - 10 Pam ™2

D,

Dy =(3+0.3)96.2286 - 10° (0.015* + 0.45%) = 64.3762 - 10° Pa,
Dy=(3+0.3)96.2286 - 10° - 0.015% - 0.45% = 14468.6 N .

Funkce popisujici prubéh radiadlniho a obvodového napéti potom maji tvar

D 14468.6
0n(r) =Dy = 5 = (34 ) Dur® = 64.3762- 10° — —

14468.6

72

D
01(r) =Dy + — — (1 + 3v)Dr? = 64.3762 - 10° +
r

1

—317.555 - 10512

—182.834 - 10°% 12

(1)
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Obr. 2

Grafy téchto funkci jsou pro r € (ry,r3) na obr. 2, kde je zobrazeno také osové napéti,
které je v celém kotouci nulové, tj.

0,=0 pro r e (ry,re) . (9)

Déle vypocteme velikosti radidlniho a obvodového napéti na krajnich polomérech 7,
a ro. Vzhledem k tomu, ze vztahy (7) a (8) jsou zatiZeny chybou danou zaokrouhlova-
nim, je vhodné vztahy pro napéti na polomeérech r; a r, upravit nejprve symbolicky a
teprve poté vydcislit. Dosazenim (3) do obecného tvaru (7) pro radidlni napéti na vnitinim
a vnéjsim poloméru kotouce vychézeji v obou pripadech napéti nulova, coz je plné v sou-
ladu s okrajovymi podminkami (1). Déle po provedeni algebraickych tprav, viz vztahy (3)
a (8), a dosazeni numerickych hodnot dostavame pro obvodova napéti

D
o(r1) =D + 7“_22 — (143v)Dyri =2D, [(1—v)ri + B3+ v)r3] =
1

=2-96.2286 - 10° [(1 — 0.3) 0.015° + (3 + 0.3) 0.45*] =128.64-10°Pa, (10)

D
oi(r2) =D + 7“_22 — (1 +3v)D,r3 = 2D, [(3 +u)ri+(1—v) 7’%} =
5

=2-96.2286 - 10° [(3 4 0.3) 0.015° + (1 — 0.3) 0.45*] =27.42-10°Pa.  (11)

Z obr. 2 je evidentni, Ze nebezpecny stav napjatosti vznikd v kotou¢i na vnitfnim
poloméru. Dfive, nez vypocteme bezpecnost, stanovme velikost redukovaného napéti na
nebezpecném poloméru dle Guestovy hypotézy pevnosti. Redukované napéti pro » = r; je
potom rovno

Ored = Omaz — Omin = Ot — Op = 0y — 0, = 128.64 — 0 = 128.64 MPa . (12)

Vzhledem k tomu, Ze 0, = 0, = 0 , jednd se v tomto pripadé fakticky o jednoosy stav
napjatosti. Bezpec¢nost vii¢i mezi kluzu materialu je potom

R 280
= = 9.18. (13)

k — -
Ored 128.64

2



PLNOSTENNE ROTUJICI KOTOUCE
Autori: M. Zagicek, V. Addmek

Zmeény sledovanych polomért jsou po dosazeni numerickych hodnot

r riop  0.015-128.64-10° _ _
Ar(r) = El (o —vo,) = 1Et = 521011 =8.77-107°m = 8.77-10 > mm , (14)
T ryor  0.45-27.42-106 _ _
Ar(ry) = EQ (0, — vo,) = jEt =~y g1 = 06110 "m=561-10"2mm. (15)
Obdobné vypocitdme zmény Sitky kotouce na sledovanych polomérech pomoci vztahti
vb vboy 0.3-0.025-128.64-10¢ 6
Ab(Tl) = _f (Jt + O'T) = — E = — 29. 1011 = —4.39-10 m, (16)
vb vboy _0.3-0.025-27.42-106

=-093-10°m. (17)

Ablr) == (vt o) = === = 2.2 1011

Poznamka: V pripadech, jako je tento, kde je vnitini polomér kotouce vyrazné mensi nez
vnéjsi polomér, je mozné provést priblizny vypocet stavu napjatosti jako u kotouce s velmi
malym otvorem. Potom pro r; — 0 vychézi podle (3) integra¢ni konstanta Dy — 0, coz
znamend, %e hyperbolické ¢leny Dyr~2 ve vztazich pro radidlni a obvodové napéti jsou
rovnéZ blizké nule. P¥i grafickém zndzornéni pribéht napéti to znamenad, ze kiivky o,(r)
a o4(r) prakticky splynou s parabolami

p(r) = Dy — (3+v)D,r? a pi(r) =Dy — (14 3v)Dr?, (18)

kromé blizkého okoli mista » = 7y, viz obr. 2. Pfi splnéni okrajovych podminek (1) lze
vyjadrit integra¢ni konstantu D (viz vztah (3)) jako

Dy = lim (3 + v)D,, (r} +73) = (3+v)D,r3. (19)

Rovnice udéavajici pribéhy o,.(r) a o¢(r) v kotoudi s nekoneéné malym otvorem pak s pii-
hlédnutim k obecnému tvaru feseni, viz vztahy (7) a (8) nebo (18), maji tvar

0,(r)=D1 — 3+ v)Dyr? = Dy(3 + v)(r5 — 1), (20)
oi(r)=D1 — (14 3v)D,r* = D, [(3+ v)ri — (1 + 3v)r’]. (21)

Poznamenejme, ze ke stejnym zavislostem dospéjeme také u plného kotouce bez otvoru.
Dosazenim ¢iselnych hodnot obdrzime funkéni zavislosti pro

0.(r)=p.(r) = Dy (34 v)(r3 — r*) = 64.3048 - 10° — 317.555 - 10° 12, (22)
oi(r)=pi(r) = D, [(3+v)r; — (1 + 3v)r?] =64.3048 - 10° — 182.834 - 10°r*, (23)

které jsou zobrazeny na obr. 2. Je vidét, ze pribéhy napéti se od presného Tfeseni lisi
skutecné méalo. Vyjimkou je blizké okoli polomeéru r;.

V ramci tohoto pfiblizného vypoctu jesté zbyva stanovit hodnoty radidlniho a obvo-
dového napéti v bodé » = r; — 0. Hodnoty je nutno odvodit ze vztahti pro kotouc, kde
r1 # 0. Potom radialni napéti musi vyhovovat okrajové podmince (1) a obvodové napéti
1ze stanovit pomoci vztahu (10), tj.

or(r1) =0 a oi(r1) = lim 2D, [(1 )i+ (3+v) r%} =23 +v)D,r2. (24)

r1—0
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Je vidét, ze velikost o4(r) je dvakrat vétsi, nez-li je velikost Dy ve vztahu (19). Po dosazeni
numerickych hodnot do (24), zjistime, ze

oi(r1) = 2(3 4+ v)Dyr3 = 2(3 +0.3)96.2286 - 10° - 0.45% = 128.61 - 10°Pa,  (25)

tj. ze se oproti skutecné velikosti obvodového napéti na poloméru r; odlisuje velmi malo,
viz vztah (10).

Priklad 2:

Odvodte funkci popisujici obrys profilu rotujiciho kotouce stalé pevnosti zatizeného na
vnéj$im poloméru R radidlnim napétim o, od lopatek. Uvedte podminky, které je nutné
respektovat pri konstrukci takového kotouce. Vypoctéte bezpecnost dle hypotézy Guestovy
a HMH, stanovte velikost zmény vnéjsiho poloméru kotouce Ar(R) a nakreslete obrys pro-
filu kotouce pfi dané tloustce kotoude v ose rotace B = 20 cm, je-li dano: p = 7.8-10% kgm ®,
E =22-10°MPa, v = 0.3, Re = 280 MPa, n = 3000min~%, o, = 120 MPa, R = 60 cm.

Reseni:

Abychom byli schopni splnit podminku stalé pevnosti kotouce, musi byt dan obrys profilu
takovym pfedpisem b = b(r), aby se hodnoty radidlniho a obvodového napéti v kazdém
bodé kotouce rovnaly. To znamena, ze tuto podminku je nutné splnit i na poloméru R, kde
pusobi tahové napéti o, od lopatek vyhovujici okrajové podmince

o-(R) =0y, (1)
Souhrnné lze tedy podminku stalé pevnosti vyjadrit predpisem
o.(r) = o(r) = or, pro re(0,R) . (2)

Z vyse uvedeného lze jiz v tomto kroku vypoctu stanovit bezpecnost, protoze zname
stav napjatosti v kazdém bodé kotouce - osové napéti je nulové. Vypoctéme nejprve velikost
redukovaného napéti, které je v libovolném bodé kotouce podle hypotézy

e Guestovy rovno

Ured:Umam_Umin:Ut_Uo:Ur_Uo:UL:120MP&, (3)

e HMH! rovno

Ored = \/03+0t2+a§ — (0,00 + 040, + 0,0,) =0, =120MPa. (4)

Bezpecnost je v tomto piipadé podle obou hypotéz stejna a vici mezi kluzu materialu ma
velikost R 530

e _
= = =23. (5)

k _ o0
Ored 120

'Hypotéza HMH je v literatuie znama také jako von Misesova hypotéza.
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Stejné jako v pfipadé bezpecnosti je mozné v této fazi vypoctu stanovit i zménu polo-
méru Ar(R), protoZe stav napjatosti v kotoudi je jiz znam. Pouzitim obecného Hookeova
zdkona snadno zjistime, ze deformace Ar linedrné roste v zavislosti na poloméru r a nabyva
nejveétsi hodnoty na vnéjsim poloméru

R Royp, 0.6 - 120 - 10°

Ar(R) = = (oy —vo,) = 7 (1-v)= 55101 (1

7 —03)=0.229-10%m. (6)

Pii odvozeni vztahu popisujicitho obrys profilu rotujiciho kotouce vyjdeme z rovnice
rovnovahy v radiadlnim sméru v obecném bodé kotouce, kterou lze psat ve tvaru

do, r db 20
3 Ty oW =0. (7)

Oy, — 0O+ 71

Dosadime-li do této rovnice podminku (2), pak po tpravé obdrzime linearni diferencialni
rovnici 1. fadu ” )
ow
—+ —0br=0. 8
dr oy (8)
Po separaci proménnych ur¢ime jednoduchym postupem integral diferencialni rovnice (8),
jehoz tvar je
2
w
Inb—InC =222, 9)
oL
Po upravé tak dostavame obecny vztah popisujici obrys profilu rotujiciho kotouce stalé
pevnosti

b(r) = Cexp (—g—wzr2> = Cexp (—4 &7"2) : (10)

oL oL

Hodnota integrac¢ni konstanty C' vyplyva z okrajové podminky, ktera je s prihlédnutim ke
znamé tloustce kotouce v ose rotace ddna vztahem

b(0) = B. (11)
100
50
B
E Of---mmmmm s s mmmmm o -
QO
_50 L
-100
0 100 200 300 200 500 600
r [mm]
Obr. 1
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Dosazenim této podminky do rovnice (10) ziskdme hodnotu integracni konstanty C' = B,
takze plati

2 2.2
b(r) = Bexp (—&7’2) = Bexp (—ZW en r2) =02e%3™ pro e (0,R). (12)
20 L ar

Obrys profilu kotouce je znazornén na obr. 1. Je zfejmé, ze pii vyssich thlovych rychlostech
vychézi tloustka kotouce na ose rotace mnohonédsobné vétsi nez tloustka na obvodu. Proto
se z konstrukéich divodi, napf. u vicestupnovych turbin, voli tloustka na ose rotace mensi,
a pripousti se tak vyssi hodnota obvodového napéti.

S ohledem na feseni, které je prezentovano v tomto pfikladé, je pfi konstrukeci kotouce
stalé pevnosti nezbytné respektovat nasledujici skutecnosti:

e Kotou¢ musi byt na vnéjsim poloméru zatizen tak, aby byla splnéna podminka (1).

e V kotoudi nemohou byt otvory, nebot na okrajich otvorti by nemohla byt splnéna
podminka stalé pevnosti (2). To plati i pro pfipad nalisovaného spoje, nebot ve
stykové plose nelze podminku stale pevnosti nikdy splnit.

Priklad 3:

Vysetiete a v méritku zakreslete napjatost u nalisovaného spo- 1o
jeni rotujictho kotouce konstantni tloustky, ktery je zatiZeny na
vnéjsim okraji o poloméru ry tahovym napétim o, a rotujiciho
hiidele pfi spolecnych otackach n, jak je ziejmé z obr. 1. Vy-
poctéte bezpecnost tohoto spojeni za provozu, jestlize je za ro-
tace ve stykové plose kotouce a hiidele pozadovan tlak p,. Dale I
vypoctéte montazni presah za klidu. I pro tento pripad vyset-
fete a v métitku zakreslete stav napjatosti a vypoctéte bezpec-

nost za klidu. Pro vypocet bezpecnosti pouzijte Guestovu hypo-

tézu pevnosti. Dano: p, = 7.8 - 103 kgm >, p, = 7.85 - 10° kgm >, _E_, - ?_rlT i
E, = 21-10°MPa, E, = 1.8-10°MPa, v, = 0.3, v, = 0.29, %)

Rej, = 280 MPa, Re;, = 520MPa, n = 5500 min~}, ¢ = 50 MPa, Obr. 1

P = 25 MPa, r; = 45mm, r, = 225 mm.

Reseni:

Aby mohl pfi rotaci ve stykové plose hiidele ,h“ a kotouce ,k“ vzniknout nenulovy tlak
Pw, musi byt obé télesa spojena s celkovym presahem za rotace Ary, a s dil¢imi presahy
hifdele Ar?  a kotoude Ark . pro néz plati vzajemna relace

Ary, = —Arl, + Ary, = |Arf | + Arf, (1)

viz obr. 2. Zaporné znaménko u presahu Ar? vyjadiuje skutecnost, ze u hiidele dochazi
ve stykové ploe ke stlaceni? a tedy Ar? < 0.

2Kladny piirfistek zmény poloméru byl obecné definovan ve sméru kladného piirtistku poloméru.
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| lo
Ar(ry)
ArY
LR 1od
Ar]
Rw ~ LA, TRl LN r
1w ArK \ Ar(ry L, 2
M ® }
s p‘*’ ko
J oLl ) @=o, | | Al _
Obr. 2

Velikost celkového ptesahu za rotace lze stanovit také pomoci pfesahu za klidu Ar;.
Nejprve uvazujme hiidel a kotou¢, které jsou vyrobeny s diléimi piesahy Ar? a Ark vaci
jmenovitému poloméru r; za klidu, jak je patrné na obr. 2. Dale predpokladejme, Ze ne-
chame rotovat htidel thlovou rychlosti w, pficemz na néj v misté spojeni pohlizime jako
na rotujici kotou¢ bez otvoru. Hiidel zvétsi sviij rozmér na poloméru r; + |Ar?| o hod-
notu A7, Obdobné nechame rotovat i kotoud, ktery je na vnitinim poloméru nezatiZzeny
a na vnejsim poloméru pusobi tahové napéti 0. Kotouc¢ pak zvétsi sviij rozmeér na polo-
méru 71 — Ark o hodnotu Ar%9, kterd odpovid4 zvétseni od vliva plisobeni setrva¢nych sil

1w
a napéti 0. Celkovy presah za rotace potom mizeme vyjadrit rovnici

Ary, = Ar; + Ari‘fj — Ar'fg = |Arf| + Arlf + Ari‘ﬁ — Ar’fg ) (2)

Zmény jednotlivych polomért na hrideli a na kotouci jsou s ohledem na predpoklad
malych deformaci velmi malé pii porovnani s prislusnymi poloméry, coz miuzeme formalné
zapsat jako r > Ar. Dopustime se tak zanedbatelné chyby, jestlize vypocty zmén vsech
polomérit budeme vztahovat ke jmenovitym hodnotam polomért r; a rs.

S ohledem na rovnice (1) a (2) se ukazuje jako vhodné rozdélit Feseni celé tilohy do dvou
hlavnich ¢asti. V prvni z nich vysetfime stav napjatosti, bezpecnost a velikost celkového
presahu za rotace. Ve druhé potom postupné uréime velikost presahu za klidu, velikost
nalisovaciho tlaku, stav napjatosti po montazi a prislusnou bezpecnost.

Cast 1: Nejprve stanovime integraéni konstanty, které se vyskytuji ve vztazich pro ra-
dialni a obvodové napéti.
Okrajové podminky jsou pro hiidel na levé ¢asti obr. 2 dany rovnicemi

0 (0)=0/(0) a  op(r)=—p.. (3)

Prvni z téchto podminek vyjadiuje, Ze v ose rotace nelze rozlisit mezi radidlnim a obvodo-
vym napétim. Po dosazeni do (3); dostavame

- n Dy h2| s w, D h,.2
lim | DY > — B +w)Dgr?| =lim | Dy + — — (1 + 3vy) Dgr?| (4)
r r

r—0 r—0

7
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Tuto rovnici lze splnit pouze pro pripad
Di=0. (5)
Po dosazeni do druhé z okrajovych podminek (3), tj.

Dh
D?—T——(?)‘i‘l/h)D 7’1— —Dw (6)
i
a s ptihlédnutim k (5), vychazi integracni konstanta D} ve tvaru
D" = (34 v,)DMr? —p,,. (7)

Pro pripad rotujiciho kotouce z levé c¢asti obr. 2 jsou okrajové podminky

or(rn)=-p, a o(r)=0. (8)

Rozepsanim téchto podminek za pouziti obecného predpisu pro rozlozeni radidlniho napéti
v rotujicim kotouci ziskdme soustavu rovnic
le—Z:—k—(?)—i—yk)Drl——pw a le—l:—k—(?)—l—l/k)D ri=o, (9)
1 2
jejimz fesenim obdrzime integracni konstanty
DY = (3+w)DE (r} +13) + w a D§= 3+ w)DErird + w. (10)

g —T1 Ty —T1

Pied vy¢islenim integra¢nich konstant je vihodné znét velikosti konstant D" a D*. Ty
pro fesenou ulohu nabyvaji hodnot

ow?®  mopn?  w*7.8-10% - 55007

D' = = = = 323.435 - 10 Pam 2 11
©T g 2 B 602 at (11)
2 2 2 3 2
ko OpwWT  TEoEnT 7'('_7 85-10° - 5500 . 106 9
Df = R =5 = 325.508 - 10° Pam 2. (12)

Nenulova integra¢ni konstanta (7) je pro hiidel rovna
D" = (34 0.3) 323.435 - 10° - 0.045% — 25 - 10° = —22.839 - 10° Pa (13)
a numerické hodnoty integrac¢nich konstant (10) jsou pro kotoué

Dy = (3+0.29) 325.508 - 10° (0.045° + 0.225%) +

25 - 105 - 0.045% + 50 - 10° - 0.2257
0.2252 — 0.045

D% = (34 0.29) 325.508 - 10° - 0.045? - 0.225% +

L (25 106 + 50 - 10%) 0.045% - 0.2257
0.2252 — 0.0452

= 109.509 - 10° Pa, (14)

= 267989 N . (15)

8
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Obr. 3

Funkce urcujici pribéh radialniho a obvodového napéti maji v hiideli po dosazeni tvar

ol (r)=D" — (34 v,)D'r? = —22.839 - 10° — 1067.34 - 10° 12 (16)
ol(r)=D" — (1 + 3uv;,)D"r* = —22.839 - 105 — 614.527 - 10 2 (17)

a podobné maji pro kotou¢ po dosazeni tvar

5 267989
oy(r)=Df — 22 (3+v)DEr® =109.509 - 10° — —— —1070.92 - 10°+%  (18)
Dk 267989
o, (r) =D} + r—; — (1 + 3u,) DEr? = 109.509 - 10° + 5 — 608.701. 10%7% (19)

Vysledné pribéhy hlavnich napéti ptisobicich v nalisovaném spojeni hiidele a kotouce za
rotace jsou potom, viz (16) az (19),

() ol(r) pro 1€ {0,r), () ol(r) pro 7€ (0,7), (20)
o.(r) = o, (r) =
of(r) pro 1€ (ry,r), ! of(r) pro 7€ (r,m),
pri¢emz osové napéti je apriori nulové,
0,=0 pro re€(0,m). (21)

Tyto funkce jsou graficky znazornény na obr. 3.
Funkce radidlniho napéti splituje okrajové podminky (3) a (8), a proto na ose rotace a
na polomérech r; a ry plati:

=50 -10°Pa. (22)
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Ve stejnych mistech stanovime také velikosti obvodového napéti. S pomoci vztahii (7), (9)
a (16) az (20) miizeme psat?

0,(0)=0l(0) = DI = —22.84-10°Pa, (23)
oy(ry — 0) =0l (r1) = DI — (14 3v3,) D2 = 2D"(1 — )12 — p, =
=2-323.435 - 10°(1 — 0.3) 0.045* — 25 - 10° = —24.08 - 10° Pa,, (24)

Dk:
Ut(Tl + 0) :af(rl) = D]f + T_22 — (1 + 3Vk)D£7"% = 21)5J [(1 — I/k)T% + (3 + I/k)’r'g] +
1
" 2 2 2 2
G J;TQ) T20TS _ 9325508 - 10° [(1 — 0.29) 0.045 + (3 + 0.20) 0.225%] +
| 25-10°(0.045 4 0.225%) + 250 - 10° - 0.225°
0.2252 — 0.045?
k

D
o (r2) zaf(rg) = D]f + =2 (1+ 3Vk)ijr§ s 2D£ [(3 + uk)rf + (1 - Vk)rg] +

= 240.62 - 10° Pa,, (25)

2
T3
2 » 2 2 2
4 2P 7“1; “(:; 1) 9. 595508 - 10° [(3+0.29)0.0452 + (1 — 0.29) 0.225%] +
2 "1

2-25-10%-0.045% + 50 - 10°(0.0452 + 0.225%)
* 0.2252 — 0.0452
Jak je zfejmé z pribéhi hlavnich napéti na obr. 3, je nejvice namahéan kotouc¢ na poloméru
r = ry. Zde je také nejmensi bezpecnost, prestoze je Re, > Rey,. Podle Guestovy hypotézy
pevnosti je tedy v kotouci hodnota nejvétsiho redukovaného napéti rovna

= 83.99 - 10° Pa. (26)

Ored = Omaz — Omin = 0F — 0¥ = 240.62 — (—25) = 265.62 MPa. (27)
Bezpecnost viici mezi kluzu materiadlu kotouce je v tomto pripadé rovna

Rey, 520
k= = =1.96. 2
Ored  265.62 %6 (28)

To je zaroven vysledna bezpecnost nalisovaného spojeni kotouce na hiidel za rotace.
Nyni miiZeme pistoupit k vipoctu zmén polomért Arf | Ar¥ a k vipocétu celkového
presahu za rotace Ary,,. S pfihlédnutim ke vztahtim (22)5, (24) a (25) lze psat

Arl = Fh(at — o)) = m[—m.ogmﬁ —0.3(—25-10%)] = —0.355-10"° m, (29)
N . 0.045 6 o s
Ary, = E(at —vpoy) = R [240.62-10° — 0.29 (—25-10°)] = 6.197-10°m.  (30)

Celkovy presah za rotace ma potom velikost

Ary, = |ArP |+ Arf, =0.355-107° +6.197 - 107° = 6.552- 10" m . (31)

3Z4pis f(a + 0), resp. f(a — 0), vyjadiuje limitu funkce f(x) v bod& a zprava, resp. zleva, nebo-li
lim+ f(x), resp. lim f(x).
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Cast 2: Pro vipocet montézniho pfesahu za klidu Ar; a tomu odpovidajiciho stavu na-
pjatosti v hifdeli a kotouc¢i musime nejprve, ve shodé s rovnici (2), vypocitat velikosti Arf®
a Arto.

Pii vypoctu Arl® vyjdeme z feseni rotujictho kotouce bez otvoru s nezatiZzenym vnéj-
§im okrajem na poloméru r;. Pii stanoveni integracnich konstant D' a D aplikujeme
okrajové podminky

o™ (0) = o(0) a o™ (r) =0. (32)

r

Po dosazeni do prvni z nich dostavame vztah

: hv_Déw_ h, 2| _ 1; hv Dgw_ h,.2
hH(l) Dy — —B+w)Dr7| = hr% DY+ —— — (1 +3wv,)Dyre |, (33)
r— r r— r
ktery lze splnit pouze pro pfipad
Dy =0. (34)

Po dosazeni do druhé z podminek (32) dostavame s ptihlédnutim k (34) rovnici
D" — (3+w,)Dlri =0, (35)
jejimz TeSenim je integracni konstanta
D = (34 1,)Dlr?. (36)

Pii vipoctu zmény poloméru Arf ndm postacuje znalost stavu napjatosti pouze na polo-
méru r;. Radidlni napéti splituje podminku (32) a je tedy nulové stejné jako napéti osové.
Zbyva urcit velikost obvodového napéti, pro které plati:

ol (r)) = DI — (14 3uy,)D"r? = 2D (1 — v,)r? = 2-323.435-10%(1 — 0.3) 0.0452 =
= 0.92-10°Pa. (37)

Potom miizeme psat

ML (g my = 1oy’ 0.045-0.92-10°

Arfv = = = 0.020- 10 °m. 38
" E, 211011 o (38)

Pii vipoctu Art? uvazujeme rotujici kotou¢ s nezatiZenym vnitinim okrajem na po-
loméru r; a se zatizenym vnéjsim okrajem, kde na poloméru 7, piisobi tahové napéti o.
Integracni konstanty D a D5 uréime pomoci okrajovych podminek

ok (r)) =0 a  o(ry) =o0. (39)

Po dosazeni na levych stranach ziskame soustavu dvou algebraickych rovnic

Dko Dko
DY =5 = B+w)Diri=0 a D" ——5 = @B+w)Dir =0, (40)
1 2

11
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jejimz feSenim obdrzime integracni konstanty urcené vztahy

ko k(.2 2 UT% ko k.2 2 ‘77’%7’3
DY = 3+ wv)D; (7"1 + 7"2) + 55— a Dy” =B+uw)Dirir; + — 5 (41)

Pro vypodet zmény poloméru kotouce Ark? nam opét postacuje znalost stavu napjatosti
pouze na poloméru r1. Radidlni napéti spliiuje podminku (39);, osové povazujeme za nulové
a pro obvodové napéti muzeme psat
ko ko, D57 k.2 k 2 2
0.7 (r)=D{ + oa (14 3w,)Dlry = 2D7 [(1 — )y + (3+ l/k)’l“z] +
1

2 2
712 9395508 - 10° [(1 — 0.20) 0.045 + (3 + 0.29) 0.225?] +
2.50- 106 - 0.2252

0.225% — 0.045?

Zména poloméru Art? kotouce s predepsanymi okrajovymi podminkami (39) je rovna

= 213.53 - 10° Pa. (42)

=5.338-10 °m. (43)

ko 6
o TL e ey 710N 0.045-213.53- 10
Ang =g o —we) = g = T g on

lw Ek
Hodnota celkového pfesahu za klidu Ary je potom podle (2) rovna
Ary = Ary,+Ar? — Arl? = 6.552-107°+5.338-107° —0.020-10° = 11.87-10 °m . (44)

Numerické hodnoty byly do rovnice (44) dosazeny ze vztahi (31), (38) a (43).

S ohledem na pravou ¢ast obr. 2 je zfejmé, Ze pro vysetieni stavu napjatosti v hiideli
a kotouci za klidu, tj. pro w = 0, je rozhodujici nalezeni zavislosti p, a Ar;. Vypocet je
mozné provést obdobné jako v pripadé dvouplastové oteviené nadoby pri ptisobeni pouze
nalisovaciho tlaku p, za klidu. Nejprve stanovime integracni konstanty, které se vyskytuji
ve vztazich pro hlavni napéti. Funkci, popisujici obecné velikost radialniho napéti pti nulové
rotaci, mizeme zapsat ve tvaru

DYt — —— pro r€(0,m),
Orn(r) = "2 (45)
D )
\ D? — 7"_22 pro 1 € (ry,ra),
a obdobné mizeme psat i funkci, ktera popisuje pribéh obvodového napéti, ve tvaru
( 0,1
D )
DY + —22 pro 1€ (0,1),
orn(r) = 5172 (46)
D ¢ r_22 pro 1 € (ry,79) .
\

Pro osové napéti predpokladame stéle platnost vztahu (21). Integracni konstanty D?’l
a Dg’l pro hiidel ur¢ime z okrajovych podminek

0-7“,”(0) - O-t,n(O) a O-T,n(rl) = —Pn- (47)

12
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Po dosazeni do (47); ze (45) a (46) obdrzime vztah

D071 DO,l
. 0,1 2 | _ 1 0,1 2
fi [Dl - 7} = I [Dl * T—z] , 48)
ktery lze splnit pouze pro pripad
Dy =0. (49)

Po dosazeni do okrajové podminky (47), snadno zjistime, Ze
DY = —p, . (50)

Analogicky stanovime i integrac¢ni konstanty D}’Q a D;’2. V tomto pripadé vychéazime
z okrajovych podminek

Jr,n(rl) = —DPn a Or,n(r2> = 07 (51)

které plati pro kotoué¢ bez rotace, viz prava ¢ast obr. 2. ReSenim soustavy rovnic
D -2 —_p,  a DP*-"2 =0 (52)

vyplyvajicich z (51) a (45) obdrzime hledané integra¢ni konstanty ve tvaru

2.2
PnT1T9
2 2

Ty — T

2
PnT7

Dl?

17 2 2

r r
2 1

1,2
D2 —

(53)

Zménu poloméru |Ar?| hidele a zménu poloméru Ar¥ kotoude, které jsou nutné pro
vypocet Arq, jak je patrné z rovnice (2), mtizeme s piihlédnutim ke vztahum (45), (46),
kam dosadime ze (49), (50) a (53), vyjadiit jako

r T1Pn
AT = 2 (041 = 0) = 0 (1)) (—1) = S (1 = ), (54)
Eh Eh

2, .2

r1 TPn (T1+ T
AT]f = E_k (0¢(r1 +0) — vpo,(r1)) = o (Té — 7"% + Vg;). (55)

V souladu s rovnici (2) pak pro celkovy pfesah za klidu pisme
0.045 p,, 0.045 p,, (0.0452 + 0.2252
Ary = |Ar} |+ Ary = ——(1-0.3 0.29) =
re = [An 4 A =57 on ) F 15100 (0.2252 ~0.0452 "

= 4.93-10"p,, . (56)

Porovnanim (44) a (56) obdrzime velikost nalisovaci tlaku

11.87-10°°
Pn = 931013

ktery vznikne ve spoji hiidele a kotouce po montazi.

= 240.61 - 10° Pa, (57)
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Obr. 4

Nyni jsme schopni numericky vysSettit stav napjatosti ve spojeni hiidele a kotouce.
Integraéni konstanty (53) nabyvaji hodnot

240.61 - 105 - 0.0452

0.225% — 0.0452
240.61 - 10° - 0.045% - 0.2252

DY? — = 0.5075 - 10° N = 0.5075 MN . 5
2 0.2252 — 0.0452 0-5075 - 10 0.50 (59)

Funkce popisujici pribéh radidlniho a obvodového napéti, viz vztahy (45) a (46), maji po
dosazeni hodnot dle (57) az (59) tvar

D? = = 10.03 - 105 Pa = 10.03 MPa, (58)

—240.61 - 10° pro  re{0,r),

ornlr) = 10.03 - 10 — —0'50152' 10’ pro r € (ry,r), (60)
—240.61 - 106 pro 7€ (0,r),

Tin(r) = 10.03 - 105 + —0'507:;. 10’ pro r € (ry,ra). (61

Pribéhy téchto hlavnich napéti, véetné napéti osového, jsou potom vidét na obr. 4. Hod-
noty radidlniho a obvodového napéti na polomérech r = {0, ry, ro} miZeme stanovit nésle-
dujicim zptisobem:

0rn(0) = 0pn(r1) = DY = —p, = —240.61 MPa,
e Dy’
Ur,n(TQ) = D17 - 5 = 0,
T3
00 (0) = 0y (r1 — 0) = DY = —p,, = —240.61 MPa,
1,2 D;Q 1,2
Oin(r1 +0) = Dp* + =5 = 2Dy +p, = 2-10.03 + 240.61 = 260.67 MPa,
1
D1,2
O1n(r2) = Dy + —5- = 2Dy = 2-10.03 = 20.06 MPa. (62)

2
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Pfi vypoctu bezpecnosti po montazi zjistujeme, Ze stejné jako za rotace je kotou¢ nejvice
namahan na poloméru r = r;. Je vSak zfejmé, Ze oproti pripadu za rotace doslo k vy-
raznému nartstu hodnot redukovaného napéti a to jak v kotouci, tak i v hrideli. Proto
vypocitame minimalni bezpecnost dle Guestovy hypotézy pevnosti v obou télesech. Redu-
kované napéti je potom pro hiidel rovno

Ored = Omaz — Omin = 0o — Opp = P = 240.61 MPa (63)
a pro kotou¢
Ored = Omaz — Omin = Oty — Orn = 260.67 — (—240.61) = 501.28 MPa. (64)
Nésledné ur¢ime bezpec¢nost podle Guestovy hypotézy pevnosti vii¢i mezi kluzu materidlu
htidele, resp. kotouce, jako
k= fez - 253%1 =116, resp. k= fe’; - 551228 = 1.04. (65)

S piihlédnutim k vypoétenym hodnotdm bezpecnosti za rotace a po montazi, viz (28)
a (65), miuzeme tedy konstatovat, Ze nejmensi bezpecnost je v kotou¢i po montazi a jeji
velikost je k = 1.04.

Priklad 4:

Je dan rotujici kotou¢ proménné tloustky, se dvéma stupni ! } 03
(obr. 1), zatiZeny na vnitfnim okraji o poloméru r; tla- !
kem p; a na vnéjsim okraji o poloméru r3 tahovym na- \:\
pétim 3. Polomér, na némz dochézi ke zméné tloustky ; by
kotouce je ry. VySetfete a v métitku zakreslete napjatost, ' s
je-li ddno: p = 7.8 - 10°kgm >, v = 0.3, n = 3000 min?, \\ b
p1 = 15MPa, 03 = 20MPa, r; = 40mm, r, = 70 mm, \'\ !
r3 = 110mm, by = 60 mm, by = 30 mm. P Py rlﬁ f2
- '_?_ ________ -
w
= , Obr. 1
Reseni:

Pti vySetieni napjatosti v kotouci se dvéma stupni postupujeme tak, ze kotouc¢ rozdélime
myslenym vélcovym fezem (na poloméru r) na dva - oznacme je napi. [ a II. V kazdém
stupni pak predpoklddame platnost obecného feSeni jako u rotujiciho kotouce konstantni
tloustky, tj. pro radidlni a obvodové napéti piseme

% %

. D . D
af,:Di—r—;—(S%—u)Dwr? a a§:D§+r—22—(1+3v)Dwr2 pro i=11 (1)

a 0sové napéti viude v télese zanedbavame. K uréeni étyf integracnich konstant DI az DI
jez se vyskytuji v (1), je t¥eba formulovat ¢tyti okrajové podminky, které jsou pro fesSenou
tlohu nésledujici:

o) =—p1 a () =<(r) a Nm)=N'(r2) a of(r)=os. (2)
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Rovnice (2)1, resp. (2)4, vyjadfuje rovnovahu mezi radidlnim napétim v kotoudi a vné&jsim
zatiZenim na piislusném poloméru r, resp. r3. Podminka (2), vyjadiuje de facto spojitost
kotouce na poloméru 7. Plati totiz €i(ry) = Ari(ry)/ry a odtud piejde podminka ! (ry) =
ell(ry) na tvar Arf(ry) = Arfl(ry). Podminku (2) lze uzitim obecného Hookeova zdkona

psat také ve tvaru

o (ry) —vo,(r2) = o (r2) —voll (ra). (3)

Podminka (2); potom vyjadifuje rovnost radidlnich sil kotouc¢e v misté nekoneéné blizkém
valcovému fezu o poloméru r,. Po rozepsani a tpravé pak mame

bro}(r2) = bro (ra). (4)

Dosadme nyni obecné feseni (1) do okrajovych podminek (2), resp. (3) a (4). Po roze-
psani lze uvedené okrajové podminky vyjadrit rovnicemi

1
Di—LDf— 340Dt -,
1
1 1
(1 —u)D{+%Dg —(1—w)pr ! ;”)D;f 0.
2 2
b b
b[D{ — 7"_;D£ — bHD{I + T_gDéf — (b[ _ bII)(3 + V)Dwrg,

2 2

1

D{I - —2D£I = (3 + I/)Dw7’§ + 3. (5)

r3

Dosazenim c¢iselnych hodnot nejprve vypocteme

2 2 2 2 3 2
ow T=on 7= 7.8 -10° - 3000% . 6 _9

Poté dosadime do rovnic (5) ¢iselné hodnoty za vSechny znamé parametry. Takto vzniklou
soustavu ¢tyf linedrnich algebraickych rovnic pro nezndmé DI az DI je vihodné zapsat
v maticové formé

1 —625 0 0 DI —14.492-10°

0.7 26531 —0.7 —265.31 || DI 0

0.06 —12.245 —0.03 6.1224 || DI | ~ 46681 ' (7)
0 0 1 —8264 || DX 23.842-10°

Reseni soustavy (7) provedeme napf. pomoci Gaussovy eliminace. Hodnoty neznamych
integracnich konstant jsou po vy¢isleni rovny

DI =21.94-10°Pa, D! = 58290.7N,
D' =27.46-10Pa, DI =43734.3N. (8)

Poté, co byly nalezeny hotnoty integracnich konstant, lze sestavit rovnice prubéhu ra-
didlniho a obvodového napéti rotujiciho kotouce proménné tloustky se dvéma stupni, viz
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Obr. 2

rovnice (1). Tyto rovnice s vyuzitim (6), (8) a (8) maji tvar

( 58290.7
21.94 - 105 — —317.555-10°7*  pro 1€ (r,m),
or(r) = ! (9)
43734.3
| 2746-10° = — 5= = 317.565-10°r*  pro 1€ (r,73),
( 58290.7
21.94 - 10° + — —182.834-10°7*  pro 1€ (r,r),

ou(r) = 43734.3 (10)
27.46 - 10° + = —182.834-10°7*  pro 1 € (1y,73)

\

a jsou graficky znazornény na obr. 2. V pripadé skute¢ného kotouce musi byt pribéh radi-
alniho a obvodového napéti spojity pro vSechna r € (ry, r3), protoZe i obrys profilu kotoude
je spojity. Podminka spojitosti napéti je vSak porusena v blizkém okoli poloméru ry, kde
nastava nahla zmeéna tloustky kotouce a kde tedy musime respektovat Saint-Venanttv
princip lokalnosti.

Poznamka: U kotouc¢tt proménného profilu, kde obrys osového fezu neni mozné vyjadrit
jednoduchou funkci, se da vysettit napjatost priblizné tzv. metodou malych rozdili. Zakla-
dem metody je feSeni pro kotou¢ konstantni tloustky. Skuteény profil télesa se nahrazuje
vhodné odstupniovanym kotoucem. V mistech nahlé zmény tloustky profilu se voli hustsi
déleni na stupné, pricemz pro kazdy stupen je volena stfedni tloustka z daného intervalu
poloméru. Ulohu pak Fesime pfi dodrzeni silovych a deformac¢nich podminek na polomé-
rech, v nichz se jednotlivé diléi kotouce stykaji, viz okrajové podminky (2); a (2)3. Pro
kotou¢ rozdéleny na n stupnid je pak tieba formulovat celkem 2n okrajovych podminek,
které vedou na feseni soustavy 2n linearnich algebraickych rovnic pro neznamé integracni
konstanty D} az Di, kde i = 1,2,...,n. Timto postupen jsme schopni vysetfit piiblizny
prubéh radidlniho a obvodového napéti v kotou¢i proménného profilu.
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