KRIVE A LOMENE PRUTY
Autori: M. Zajicek, V. Addmek

3.3 Resené piiklady

Priklad 1:

Pro lomeny prut znazornény na obr. 1 vysetiete a zakreslete b M
reakce, vnitini statické ucinky N, T a M, a stanovte ve- N F
likosti deformaci u, v a ¢ v bodé A pfi uvazovani vlivu B A‘/
vSsech vnitinich uéinka N, T a M, na deformaci prutu.

Déno: F = 15kN, M = 5kNm, £ = 2 - 10°MPa, v = 0.3, a

J=25-10"%m* g = %, a=15m,b=1m.

Resent: Obr. 1

Jako prvni krok teseni urcime velikosti reakci vznikajicich

ve vetknuti prutu. Vzhledem k tomu, Ze je zadand uloha staticky urcitd, je mozné
reakce vypocitat piimo z podminek statické rovnovahy. V souladu s obr. 2(a) lze uve-
dené podminky zapsat ve tvaru

ZFw:O ch—FZO,
ZFiy:OZ RCyIO,
ZM,‘C:OZ Mc—Fa,+M:O. (1)

Po dosazeni zadanych hodnot do rovnic (1) je zfejmé, ze

Rcy = F=15kN, Rg, =0, Mg = Fa— M =175kNm. (2)
M .
x B AN F N: g A B oA
7 IR =
y =
M, =
R, 7|C C =
K7 TIIITT —
RCy Fa-M
(a) (b) (c) (d)

Obr. 2
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V dalsim kroku vysetiime rozlozeni vnittnich statickych ucinka N, T' a M, podél ¢asti
AB a BC pii uvazovéani souradnicového systému zakresleného na obr. 2(a). V souladu s
kladnou orientaci vnitinich ué¢inku, uvedenou v casti tykajici se shrnuti zédkladnich poz-
natku, lze pro N, T' a M, postupné psat:

| —-F 0 | -M pro tsek AB
N‘{o ’ T_{—F’ MO_{—M+Fy pro tdsek BC © )

Vysledné prubéhy jednotlivych vnitinich t¢inku jsou zndzornény na obr. 2(b)-(d).

Pomoci vyse uvedenych vysledku lze uréit pozadované deformace v bodé A, napft.
pouzitim Castiglianovy véty. Pri uvazovani vlivu vSech vnitinich uc¢inku na deformaci
prutu lze pro posuv w4 ve sméru osy x potom psat

or
/M ds+—/N—ds+@ Té?_FdS_
1 C
:E—/M —i—/Mo EA /N—ds /N—ds+
B
I6] oT ; oT
A B

kde pro piislusné derivace funkci N, T" a M,, které jsou v jednotlivych tsecich popsany
vztahy (3), plati
ON _ [ —1 or _ [0 OM, [ 0  proisek AB
OF |1 0 7 oF | -1 OF |y  prousek BC °

(5)

Po dosazeni vztaht (3) a (5) do (4) dostdvame pro hledanou deformaci vztah

a b
1

us = 4= O+/( M + Fy)ydy —|— / dx+0 ] +
0 0

g 1 [Fy* My*]" 1 by, B “
+ 57 O+/(—F)(—1)dy :E—J{ 3 ]
0

1 (Fa3 B Ma2> N Fb +5Fa
EJ\ 3 2 EA  GA

~~
I I a1

a

0

Cleny I, IT a III piedstavuji postupné piispévky ohybového momentu M,, osové sily N a
posouvajici sily T do celkové deformace u4. Vyuzitim vztaht F/G = 2(1+v) a A = md*/4
a dosazenim konkrétnich hodnot ze zadani obdrzime

us =21.3-107% +14.1-107°+65,4-107°=21.4-10° m = 21.4 mm. (7)
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Z uvedenych hodnot posuvi odpovidajicich jednotlivym ucinkum je ziejmé, ze vliv N a T
na deformaci prutu je vuci vlivu M, zanedbatelny.

J ako daléi krok feSeni provedeme V}’fpoéet deformace VA. Vzhledem k tomu ze v bodé
ve smeéru osy ¥y, je nutné s ohledem na Castiglianovu vétu do tohoto mista pridat ﬁktlvnl
osamélou silu f, — 0, viz obr. 3.

Diky tomu vSak dojde ke zméné funkci popisujicich
rozlozeni N, T a M, v jednotlivych ¢astech prutu. Pro

M Lo .
x B A \ F tyto tucinky lze potom psat:
[/ )
fy N — —F  pro tsek AB,
| —f, pro usek BC,
| fy pro usek AB,
C I= { —F pro tusek BC, (8)
Ve
M- -M - fyx pro usek AB,
Obr. 3 ° —M + Fy— f,b pro usek BC.
Podle Castiglianovy véty pro posuv v4 v tomto pripadé plati
1 oM, oT
= — | M,— N—ds+— [T —ds=
A EJ/ af EA/ of, " GA af, "~
0]
r ON " ON
1 1
= M, —— M, —— —_— N—d N —d
EJ / / o oy / of, ° / dfy o)
A B

/Ta—fyds /Ta—fyds | ()

Prislusné derivace funkci N, T a M, pro jednotlivé useky lze snadno vyjadiit pomoci
vztahu (8). Potom dostdvame

ON _ [0 or _ |1 oM, [ —x  pro isek AB (10)
of, | -1~ of, L0’ df, | —b  protsek BC
Po dosazeni (8) a (10) do vztahu (9) 1ze pro hledany posuv psét
] b a
va = 3 /(—M— fyx)(—:c)d:v—l—/(—]\/[—i-Fy— fy)(=b)dy | +
0 0
1 a
+ea 0+/(—fy)( 1)dy + /fyld:cho : (11)

0
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Vzhledem k tomu, ze pro velikost fiktivni sily plati f, — 0, vztah (11) se zjednodusi na
tvar

a

b
1
va = 53 /deer/(M—Fy)bdy +0+0=
0 0

1 Mb? Fa?b
— Mab — . 1
EJ( 5 + Mab 5 >+ 2 + I?I (12)

T
Cleny I, IT a III opét postupné predstavuji prispévky jednotlivych vnitinich déinka M,, N

a T do celkové deformace v4. Z uvedeného je ziejmé, ze prispévek N a T je nulovy. Po
dosazeni konkrétnich hodnot ze zadani ziskame vyslednou velikost hledaného posuvu

vg=—13.0-10"°m = —13mm. (13)

Na zavér vysettovani deformaci v bodé A uréime velikost ihlu natoceni ¢ 4. Vzhle-
dem k tomu, ze v bodé A pusobi ve sméru hledané deformace ¢4 osamély vnéjsi ucinek,
konkrétné ohybovy moment M (viz obr. 3), neni jiz nutné pii uréovéni této deformace
pridavat do bodu A fiktivni vnéjsi ucinek jako pti vypoctu v,, ale muzeme postupovat
analogicky, jako v piipadé urcovani uu s vyuzitim vztahu (3). Pro velikost ¢4 potom
podle Castiglianovy véty plati

1 oM, 1 ON 3 oT
YA = E_J Mo M dS+EA/NaMdS+GA TaMdS (14)
) ) 0

Je vsak ziejmé, ze vnéjsi ohybovy moment M mé nulovy piispévek jak do osové sily N,
tak i do posouvajici sily T' v obou tsecich, tj. ptislusné derivace g—]\]\/’[ a g—]\T/[ jsou tedy nulové,
a proto lze posledni dva ¢leny vztahu (14), které predstavuji piispévek N a T' do celkové

deformace ¢4, polozit rovné 0. Vztah (14) se potom redukuje na tvar

B C
1 oM, 1 oM, oM,
@A_E—J MOG_MdS_E_J /Moa_Md8+/MOa_Mds > (15)
0 A b

coz po provedeni prislusnych derivaci funkce M,, popsané v jednotlivych ¢astech prutu
vztahy (3), vede na

b a

1 1 Fa?
ea=g7 | [ [y-anend | = 55 e - 55| o
0 0
Po dosazeni konkrétnich hodnot potom dostavame
wa = —83-10"%rad = —0.48°, (17)

coz znamena, ze prut se v misté A natoci o uhel 0.48° proti sméru pusobeni momentu M.
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Priklad 2:

Provedte dimenzovani lomeného prutu étvercového prifezu b

o strané h zatizeného silou F' a spojitym zatizenim ¢ dle TmnE!
obr. 1. Pii feSeni uvazujte pouze vliv ohybového momentu

M, na deformaci prutu. Déno: F = 8kN, ¢ = 10kN/m,

Re =200MPa, k=15, a=2m,b=15m, c=1.2m. F

|

Y

|

Reseni:
Jako prvni krok feseni je nutné stanovit velikosti reakci ve Obr. 1
vazbéch. Volme orientaci reakei podle obr. 2(a) a sestavme

prislusné statické podminky rovnovahy:

Z-FZ;BZO R+ F =0,
S Fy =0 Ray—ab+ Ry =0,

a

b
S +abs — R, b=0. (1)

Z Mz A= 0: M A + F

1
Rovnice (1) predstavuji soustavu 3 rovnic pro 4 nezndmé reakce Ru,, Ray, M4 a Rp,,
tj. uloha je 1x staticky neurcita. K tomu, abychom mohli tento problém vyfesit, je
nutné provést zménu ulozeni prutu tak, aby se iloha stala staticky urcitou, a formulo-
vat prislusnou deformacéni podminku, tzn. sestavit k zadané loze tzv. vypoctovy model.
V nésledujicim textu provedeme feseni pro vypoc¢tové modely zndzornéné na obr. 2(b)-(c).
Oznacme tyto modely postupné I a II.

Reseni tlohy pomoci modelu I:

V tomto ptipadé jsme tlohu prevedli na problém staticky urcitého vetknutého lomeného
prutu, na jehoz konci pusobi nezndmy staticky neurcity ucinek Rp,. Deformacni podminku
lze potom formulovat ve tvaru

[T g [T
C D C D C D
F F F
—>1B E —>B “E —>B E
M %z M M v
R, v A Rey R, v A Re, R, v A R,
¥ 1 +v.=0 :%W +6,=0
RAy RAy RAy
(a) (b) (c)
Obr. 2
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Rovnice (2) spoleéné s rovnicemi (1) pak predstavuji 4 rovnice pro stanoveni 4 neznamych
reakci Rag, Ray, Ma a Rp,. Prvnim krokem feSeni této soustavy rovnic je vyjadfeni (2)
pomoci téchto neznamych. Za timto ucelem vyuzijeme napt. Castiglianovu vétu. Pii
uvazovani pouze vlivu ohybového momentu na deformaci prutu lze podle této véty urcit

posuv vg obecné jako
1 oM,
— [ M, ——ds, 3
5 [ o 3)
0

coz lze pro feSenou ilohu rozepsat do tvaru

D

A
1 oM.
— M, —2 M, —2 M,—2ds|. (4
BT BT / aREy / / GREy +/ *ORp, i )
B

E

BMO

Pro funkci ohybového momentu M, a pro jeji derivaci podle obr. 3 plati

X q
! |g||||l|||||l s 0 ; pI”OI:lsekED,
x, [V y M, = Rpyx — qb? pro lfsek DC, )
—B  IlE Rpyb— o pro usek CB,
F y. x4 Ry b— % — Fy, pro tusek BA,
M 2 R
A A Ey
R 16 ( 0 pro tsek ED,
" R,, oM, J x prousek DC, ©)
ORg, | b pro tsek CB,
Obr. 3 b pro usek BA,

Po dosazeni (5) a (6) do (4) dostdvame

a/2 a/2

b
1 qu qb2 qbQ
on = g | [(Rove = Yot s (oo~ o+ [ (oo~ 5~ £ Yo
0 0 0

(7)

Po provedeni integrace lze (7) prepsat do tvaru

- 1 <REy b3 q_b4 N Rpy, ab® B qab? N Rpy, ab? B qab? B Fa2b) _

EJ 3 8 2 4 2 4 8
1 [Rg,b? qv? Fa%b
= — b) — — (4a +b) — )
EJ{ 5 (3a + ) 5 (4a + b) (8)

Podle deformaé¢ni podminky (2) mé byt ale tato deformace nulova, tj. musi platit

2 3 F2
{%(3%@—%(4@%)— ab} 0.
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Rovnice (9) spoleéné s rovnicemi (1) predstavuji soustavu 4 algebraickych rovnic pro 4
neznamé, kterou lze jiz snadno tesit.

Nyni budeme opakovat cely postup hledani 4. rovnice k rovnicim (1), ale s pomoci
vypoctového modelu 11, viz obr. 2(c).

Reseni tlohy pomoci modelu II:

V tomto ptipadé byla puvodni tloha pfevedena na problém staticky ur¢itého lomeného
prutu na dvou podporach, z nichz jedna je posuvna. Prut je v tomto piipadé zatizen
znamymi uc¢inky F' a ¢ a neznamym staticky neurcitym momentem My, viz obr. 4.

T q Deformacni podminku Ize potom formulovat ve tvaru
C x D
Y ’ Y, YA = 07 (10)
F—>B—X> E pricemz k vyjadreni velikosti thlu ¢4 pomoci zatim nezndmych
y Y s reakénich ucinku opét vyuzijeme Castiglianovu vétu. Pro tuto
MA; A Rg deformaci lze psat
R X7 % 1 oM,
R =— [ M,—2ds, 11
0]
Obr. 4
coz lze rozepsat do tvaru
oM, i oM,
M, —— M,—2d M, —2d M, —2ds |, (12
o= 57 / / ”/ izt [ Megds | 02
D

kde funkci ohybového momentu M, v jednotlivych tsecich prutu muzeme podle obr. 4
vyjadrit jako

My — Razy pro usek AB,
My — R (5 + —F ro usek BC,
M, — A A (2 yl) Y1 o p ! (13)

My —Raza—F 5+ Rayw1 — 5 pro usek CD,

MA—RA:p<a—y2)—F(%—y2) —l—RAyb—g pro usek DE.

Vyjadifenim ohybového momentu M, v poli DE jako souctu vsSech vnéjsich momentu
pusobicich od mysleného fezu v tseku DE ve sméru od bodu E lze snadno ukazat, ze
posledn{ funkce v (13) je rovna nule'. Déle je nutné si uvédomit, ze velikost reakce Ry, je
funkei hledaného momentu M. Tuto zavislost 1ze odvodit pomoci druhé a tieti rovnice
v (1) ve tvaru

Ba=5-3"~"%- (14)

'K tomuto zévéru lze také dojit pomoci momentové podminky rovnovahy viech vnéjsich Géinkt k bodu
lezicimu v obecné vzdalenosti y od bodu D.
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Dosazenim (14) do vztahu (13) a po upravé dostavame vysledné funkce popisujici rozlozeni
M, v jednotlivych ¢astech prutu ve tvaru

Ma — Razy pro tsek AB,
My — R, (%—i—yl) — Fyy pro usek BC,
M= 0t -9) -~ Rua— (14 m) — = (1 1) prodsekcp, (9
0 pro tsek DE.
Potom muzeme piislusné derivace funkce M, vyskytujici se v (12) vyjadiit jako
1 pro usek AB,
oM, | 1 pro tsek BC, (16)
oM, ] (1—2) pro usek CD,
0 pro usek DE.

Dosazenim vztahu (15) a (16) do vyrazu (12) dostdvame

a/2 a/2
1 a
Y4 = E—J{/(MA_RAxy)dy+/|:MA_RAm <§+y1>—Fyl}dy1+
0 0

b

R (R (e

0

coz po provedeni integrace a upraveé vede na

1 My Ra.a Fab qb3
- —|=4 - B L 1
A EJ{?) (3a+b) (a+0) o (8+3a)+24 (18)
Z deforma¢ni podminky (10) ale plyne
My Ra.a Fab qb®

Rovnice (19) spolecné se tfemi rovnicemi (1) predstavuji systém 4 algebraickych rovnic,
jehoz feSenim je jiz mozné stanovit velikosti neznamych reakei.

Porovnanim tvaru rovnice (19) s tvarem rovnice (9) je zfejmé, ze hledat Feseni soustavy
rovnic (1) s (9), kterd je vysledkem pouziti vypoctového modelu I, bude snazsi, nez fesit
soustavu (1) s (19) vyplyvajici z modelu II. Lze vsak snadno ukézat, ze Feseni obou téchto
soustav jsou shodna.

Provedeme-li feseni soustavy (1) s (9), ziskdme pro hledané reakce obecné vztahy

_ gb*(12a + 5b) — 3Fa? b’ + Fa(9a + 4b)

R r = —F, Ry, = s My = )
4 A 8b(3a + b) 4 8(3a + b)
3 [qb*(4a + b) + Fa?]
Rp, = 20
By 8b(3a + b) (20)
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Po dosazeni zadanych hodnot dostavame konkrétni velikosti hledanych reakci
Ry, = —8000N, Ra, =6808.3N, My=—6962.5Nm a Rp, =8191.7N. (21)

Nyni jiz zname velikosti vSech reakci a muzeme tak ptistoupit k dimenzovani lomeného
prutu. Nejprve je nutné vysetiit velikost maximalniho vnitiniho ohybového momentu
M, mae vznikajictho v prutu, tj. musime vySetfit konkrétni podobu funkce M, v jed-
notlivych ¢astech prutu. To provedeme prostym dosazenim hodnot (21) do (5) (nebo do
(15)). Po dosazeni a s ohledem na zadané hodnoty lze (5) vyjadrit jako

0 pro usek ED,
M 8191.7z — 5000z pro tsek DC (M,(0) = 0, M,(b) = 1037.5 Nm),
° ) 1037.5 pro tusek CB,
1037.5 — 8000y,  pro tsek BA (M,(0) = 1037.5Nm, M,(§) = —6962.5 Nm),

(22)

kde soutadnice x a ys jsou zavedeny v obr. 3.

Vysledné rozlozeni momentu M, v jednotlivych ¢astech
1037'5an,- Y Mocn]?ax prutu je znazornéno na obr. 5. Z uvedeného obrazku
C N D je patrné, ze pro nalezeni hodnoty M, ... je nejprve
nutné jesté vysetrit velikost maximalniho ohybového
momentu MSP2 na intervalu CD, kde je funkce M,
1037 5N B E popsana kvadravtickou Zfivislosiii (jedna se 0 k/onkév/m’

77777—A parabolu, nebot 2. derivace této funkce je zdporna).
%\ 7 podminky nulovosti 1. derivace vSak snadno urcime,
7e maxima MSP —tato funkce nabyva ve vzddlenosti
- 6962.5Nm Tmaz = 0.8192m od bodu D (viz obr. 5). Po dosazeni
této vzdalenosti do predpisu prislusné funkce obdrzime
Obr. 5 hodnotu MSP ~ = 3355.2Nm. Z vyse uvedeného je
tedy ztejmé, ze dimenzovani prutu musime provést pro hodnotu M, 4. = 6962.5 Nm.

Vlastni dimenzovani provedeme pomoci pevnostni podminky ve tvaru

A

M, h? Re
Omaz < op, kde Omaz = ﬂ7 Wo Op = ?a

= 23
w, 6 (23)

coz po uprave a dosazeni zadanych hodnot vede na

6Mopmar _ Re 5[ 6kMymaz  5/6-1.5-6962.5

< = =67.9-102m = 67. .
B =L e 500 - 10° 67.9-107"m = 67.9mm

(24)
Tim jsme stanovili minimélni rozmeér ¢tvercového prurezu staticky neurcitého lomeného
prutu tak, aby byla splnéna pevnostni podminka pti zadané bezpecnosti.
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Priklad 3:

Dimenzujte rovinny uzavieny ram znazornény na obr. 1. 21 F %a
Pti feseni uvazujte pouze vliv ohybového momentu M,
na deformaci ramu. Dano: F; = 10kN, Iy, = 7.5kN,
F; = 25kN, Re = 250MPa, £ = 1.5, a = 2m,
b=1.5m. b

Reseni: A
Zadana 1loha je 3x staticky neurcitd (vnitiné) a s ohle- F, F,
dem na rozlozeni pusobicich sil neni symetricka. Proto

pri jejim feSeni budeme postupovat stejné, jako pri Obr. 1

feSeni obecnych uzavienych rovinnych ramu.

V libovolném misté A vedeme mysleny fez, ¢imz se z uzavieného ramu stane lomeny
otevieny prut, jehoz jeden konec vetkneme. Druhy konec pak zatizime tfemi neznamymi
silovymi uc¢inky Ra,, Ra, a My (viz obr. 2(a)). Je zfejmé, ze tyto pfidané silové ucinky,
které jsou rovny vnitinim silovym uc¢inkum vznikajicim v bodé A, vyvolaji v mysleném
vetknuti reakce R),, R}, a M) (viz detail fezu v bodé A na obr. 2(b)). Z podminek
rovnovahy vnéjsich ucinku plyne, ze tyto reakce maji stejnou velikost jako tucinky R4,
R4, a Mya, pouze jsou opacné orientovany (proto byly voleny tak, jak je zndzornéno na
obr. 2(b)).

Timto krokem jsme ptevedli zadanou ulohu na problém staticky urcitého lomeného
prutu, ktery je zatiZen zatim nezndmymi staticky neurcitymi ucinky Ra,, Ray, a Ma.
Jejich velikost urc¢ime ze ti{ deformac¢nich podminek formulovanych v bodé A ve tvaru

UAZO, UAZO, (,OA:O. (1)

Rovnice (1) spole¢né s obr. 2 tvoii vypoctovy model zadané staticky neurcité tlohy.

a
Fll M, 5
Hy AN A
TR ?
™ RAy R'Ay M
R' AR
N Ax/ (‘ Ax N
C \ T‘ C
M, IR
A
Dn AC ’
F2 F3
(a) (b)

Obr. 2
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E < B E »> B
R~ A 5% YA
RAy
y
y2 yl
Df X, x, 4 C Dp )
FZ F3 F2 F3
(a) (b)

Obr. 3

Jak bylo uvedeno, velikosti uc¢inku Ra,, Ra, a My uréime z rovnic (1), pficemz
prislusné deformace stanovime pomoci Castiglianovy véty pfi uvazovani pouze vlivu ohy-
bového momentu na deformaci ramu. Po zavedeni lokalnich souradnicovych systému, jak
je znazornéno na obr. 3(a)-(b), muzeme pro funkci M, v jednotlivych ¢astech prutu psat

\

( MA+RAy:L’

MA"’RAy% _RAa:y

MA+RAy (% —512'1) —RAxb—Fg.fL'l
MA—RAy% —RAx(b—yg) —F3a
MA—RAy (%—ng) —leg
My — Ray 4

pro usek AB,
pro tsek BC,
pro usek CD,
pro tsek DE,
pro tsek EH,
pro tsek HA,

kde funkce popisujici rozlozeni M, v poslednich dvou usecich, tj. EH a HA, jsme vyjadrili

jako soucet prislusnych vnéjsich i¢inku po pravé strané fezu, tj. od vetknuti. Pfitom jsme
zdroven vyuzili rovnosti Ry, = Ra., R, = Ra, a M) = Ma plynoucich ze statickych
podminek rovnovahy vnéjsich sil.

K urceni deformaci ua4, v4 a @4 pomoci Castiglianovy véty je nutné kromé funkce M,

znét jesteé jeji derivace, a to konkrétné 881{2\,441 , géi"y a gﬁ;. S ohledem na vztahy (2) lze pro
tyto derivace psat
(0 [ (1 pro tsek AB
—Y 5 1 pro tsek BC
oM, | —b OM, ) (4—m1) oM, 1 pro tisek CD 3
ORaz | v2—b " ORa | —3% T OMy 1 pro usek DE °
0 — (% + z3) 1 pro usek EH
(0 [~y 1 pro tsek HA

\

Nyni jiz muzeme urcit prislusné deformace. Nejprve vypocteme velikost posuvu wu4.
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Podle Castiglianovy véty plati

B E

1 oM oM.
- M, —2 M, —2d M,—24d
ua EJ / 8RA$ / / OR A S+/ OR Ay .
D

H
) 4
E

Po dosazeni (2) a piislusnych derivaci z (3) do vztahu (4) dostavame

a

b
/ MA+RAy— —RAxy)ydy /|:MA+RAy<g - $1> —RAzb—F3$1] bdx, +
0 0

+/ [MA—RAyg —Rag (b—y2)— an} (y2 — b)dys ¢ ()

0

coz po integraci a upravé vede na vysledné vyjadieni posuvu u,y ve tvaru

wa = Eb ; [RAzb <a + % b) + (% Fya— MA) (a+ b)} | (6)

Zcela analogickym postupem uréime deformaci v4. Podle Castiglianovy véty lze tento
posuv vyjadiit vztahem

B C D E
1 oM, oM, oM, oM
= | [, Eg M, £2% g M, 2% g M, 250 g
AT T / oRy, / 0RO / OR., S+/ ORA, T
C

D

H
+/M 3RAy /M aRAy 7 v
E

ktery po dosazeni (2) a piislusnych derivaci z (3) prejde na

a/2 a
1
o= /(MA—l—RAy:z:):cd:c +/[MA+RAy<g—x1) ~ Racb—Fyi| (g—:m)d:z:l +
0 0

b

+ [ (Lt Ry ~Raw) g dy -
0

a a
My—Ray= —Rar(b—y2)—Fsa| = dys —
2 2

o — ..

a/4 a/4
—/[MA—RAy(Z-i-wg)—le:a] (%‘Hﬂs)dw:’) —/<MA_RAyx4>x4dx4 : (8)
0 0
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Po provedeni integrace a po upravach dostavame pro v4 vztah

CL2

T G6EJ

1 )
VA RAy(a—|—3b)+§F3(a+6b)+—F1a : 9)

64

Jako posledni uréime velikost thlu natoceni ¢ 4. Jeho vyjadieni pomoci Castiglianovy
véty je formélné stejné jako vztah (4), resp. (7), pro stanoveni velikosti w4, resp. v4, pouze
parcidlni derivace funkce M, podle R4,, rexp. R4y, jsou nahrazeny derivacemi podle My.
Z (3) je patrné, ze tyto derivace jsou ve vSech ¢dstech prutu rovny 1, a proto muzeme psét

a/2 a
1 a
oa =5 /(MA+RAy1:)dJ: +/[MA+RAy <§—x1> _RA:vb_F3«751i|d$1 +
0 0

b

b
a a
+/(J\4A+RAy5 —RAzy>dy +/[1\4A—RAy5 “Rau(b— yQ)—Fg,a] dys +
0 0

a/4 a/4

a
+/|:MA_RAy(Z+$3>_F1x3] dxs +/(MA—RAyl’4)d$4 : (10)
0 0

coz po provedeni integrace a tpravach lze prepsat do tvaru

1
o4 =25 {(QMA — Ruub) (a+b)

a

S [Fra+16Fsa(a+ 2b)]} . (11)

Dosazenim vztahu (6), (9) a (11) do deformac¢nich podminek (1) ziskdme soustavu 3
algebraickych rovnic pro 3 nezndmé reakce Ra,, R4, a My ve tvaru

2 1
RAxb (a—{—gb) + <§F3Q—MA> (G/+b):O,

1 5
R4y (a+ 3b) + §F3(a+6b) + aFloz =0,

— L Fla+16Fa(a+2b)] =0, (12)

(2Ma — Ra. b) (a+b) 5

kterou lze po dosazeni zadanych hodnot prepsat do maticové podoby

6.7 0 =525 Ry —13125
0 4.3 0 Ry, | = | —10208.3
—-5.25 0 7 My 13750

Resenim této soustavy ziskame velikosti neznamych reakei

R, = —1000N, Ry, =—23558N a M4 =1214.3Nm. (13)
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Dosazenim zadanych parametru a vypoétenych hodnot (13) do funkei (2) ziskdme
konkrétni funkce popisujici rozlozeni ohybového momentu v jednotlivych ¢astech ramu:

(1214.3 — 2355.82  pro tsek AB (M,(0)
—1141.5+ 1000y  pro usek BC (M,(0)
] 3985 - 14420 pro tisek CD (M, (0)

) 70.1 1000y, pro usek DE (M,(0)
(M,(0)
(M, (0)

1214.3 Nm, M, (2) = —1141.5 Nm),

= —1141.5 Nm, M, (b) = 358.5 Nm),

358.5 Nm, M,(a) = 70.1 Nm),

70.1 Nm, M, (b) = —1429.9 Nm),

2392.2 N, M, (2) = —1429.9 Nm),

1214.3 Nm, M,(2) = 2392.2 Nm).
(14)

2392.2 — 7644.2x3 pro usek EH (M,
1214.3 + 2355.8 x4 pro usek HA (M,

a
4
a
4

Schematické znézornéni prubéhu téchto funkei je provedeno na obr. 4.

2392.2Nm Ze vztahu (14) a z obr. 4 je ziejmé,
1214.3Nm ze pro maximalni hodnotu ohybového
-1429.9Nm -1141.5Nm momentu, kterou pouzijeme pro di-
E - lA B menzovani, plati M,,ne: = 2392.2 Nm.
1429.9Nm | H _1141.5Nm Pti vlastnim dimenzovani vyjdeme
z pevnostni podminky ve tvaru
Re
® Omaz < 0p, kde op= - (15)
N /
\ )
70-1Nmé_l_l_lll|||||||IIIIIII|||||||||||||| ,"3585Nm adale
D o C
O = Momaz -y TD g
Obr. 4 max Wo ) o 32

Po upravé a dosazeni zadanych hodnot dostavame

= 527103 m = 52.7mm.
(17)

Timto jsme urcili minimalni prumeér kruhového piutrezu staticky neurcitého rovinného ramu
tak, aby byla splnéna pevnostni podminka pii zadané bezpecnosti.

32M,mae . Re 3/ 32kM, rnax \3/32 -1.5-2392.2
D = D> —= =
T Re

< —
D3 Tk 250 - 106
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Priklad 4:

Pro kfivy prut znédzornény na obr. 4 vySetiete a zakreslete
reakce, rozlozeni N, T a M,. Daéle stanovte deformace u,
v a v obecném bodé pii uvazovani vlivu vsech u¢inku na
deformaci prutu. Dano: ¢, r, E, G, A, J a (.

. Y2224
Reseni:

Pomoci statickych podminek rovnovahy nejprve stanovime Obr. 1
velikosti reakei R, Ra, a M4 ve vetknuti prutu. S ohledem

na volbu jejich orientace, viz obr. 2(a), lze psét

> F,=0: RAx—Fqsin%:O,
Y F,=0: RAy—l—FqcosZ:O,
> Mia=0: MA—Fquing =0, (1)

kde sila F|, predstavuje ekvivalentni ndhradu spojitého zatizeni g pusobiciho na prutu AB.

Tato sila pusobi v radidlnim sméru v misté urceném tdhlem 7§ (viz obr. 2(a)). Vzhledem

k tomu, Ze spojité zatiZeni ¢ pusobi kolmo na stfednici prutu, lze velikost Fj, vyjadrit jako
soucin velikosti ¢ a velikosti prumétu oblouku AB do sméru nositelky této sily, tj.
™

F, = 2qrsin 1= V2qr. (2)
Po dosazeni (2) do rovnic (1) a po upravach muzeme hledané reakce vyjadiit ve tvaru
Raz=qr, Ra,=—qr a M= qr’. (3)
Q
2 9
Fy sin(%) B 0 Fe E, sin(5)
: Ne 1 IRAp o T g
4 /’ t
‘7_(_ //’ n
Fy cos(7) , 9
¢ r sm(7)
Q
r 2
in(
M, I sin(%) % M, 9
RAX 1 r RAX l
X T A X T A
RAy 1{Ay
(@) (b)
Obr. 2
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M .

qr -qr qr

Obr. 3

V dalsim kroku feseni stanovime velikost vnitinich statickych uc¢inka N, T a M,
v obecném misté £ jako funkce polarnich souradnic r a 9, viz obr. 2(b). Za timto tc¢elem
ekvivalentné nahradime tcinek spojitého zatizeni na oblouku B¢ silou F¢ pusobici v bodé
daném thlem g, pro jejiz velikost, analogicky jako pro velikost sily Fj, muzeme psat
Fe = 2qr sing. Rozlozime-li tuto silu do sméru tecny ¢ a normaly n prutu v misté &
tak, jak je patrné z obr. 2(b), lze vnitini G¢inky v obecném bodé & vyjadfit v zavislosti na
tihlu 9 € (0, §) jako

N() = F sing = 2¢r sin® g (N(O) =0, N(g) =qr = _RAy)7
T(W) =—F; cosg = —2qr singcosg <T(O) =0, T(g) = —qr = —RAQ>,
M, (9) = Fgrsing = 2¢r?sin® g (MO(O) —0, M(%) = gr? = MA>. (4)

Prubéhy vysettenych funkei (4) jsou schematicky zndzornény na obr. 3.

V nasledujici ¢asti odvodime pomoci Castiglianovy véty vztahy pro velikosti deformaci
Ug, Ve a @¢ v obecném misté £, jehoz poloha je urcena thlem 9 (viz obr. 4(a)). Nejprve
stanovime napi. deformaci wug, tj. posuv ve sméru soufadnicové osy x, ktera je vyznacena

focos(Z-1) 1

/
]

1 i /
R4 B % " £, sm(7 -1)
X /1, £ q X ¢ q
f,cos(Z -1
£, sin(Z-¢)) yC08(5 1)
n y 2 U fy
C' Rk y
r | T2 r i
Kl
ah )
A . B N T A . B
D C 0 D C| reos(5-v) 0
rcos(%-u;)
(@) (b)
Obr. 4
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na obr. 4(a). Vzhledem k tomu, Ze v bodé £ nepusobi v tomto sméru zadna osaméla sila, je
nutné do tohoto mista pridat fiktivni silu f, — 0 (viz obr. 4(a)). Tim ale dojde ke zméné
funkei popisujicich rozlozeni vnitinich uc¢inku v prutu. Je zfejmé, ze na oblouku B¢, tj.
¥ € (0,9), bude rozlozen{ vnitinich ti¢inku popsdno funkcemi (4)?, zatimco na oblouku €A,
tj. ¥ € (0, 3), se ve funkcich N, T" a M, projevi i pridand fiktivni sila f,. Podle obr. 4(a)
a vztahu (4) potom muzeme psat

2qri) sin® % pro ¢ € (0,19),
N =4 2¢ri sin? % — fa sin(g — w) =
= 2¢ri sin? % — frcos1) pro ¢ € (4, ),
—2griy sin % cos % pro ¢ € (0,9),
T =< —2¢risin w cos 15 fm cos(g — 1/1) =
= —2qri sm cos & Y f.sine pro ¢ € (v, §),
2qr21) sm2 Y pro ¢ € (0,9),
M, = ¢ 2gr?iysin® fm [sin(Z —¢) —sin(% —9)] = (5)
= 2qr2w sin? £ — f,r (cosyp — cos 1) pro ¢ € (Y, §),

Pro vypocet posuvu ue budeme déle potfebovat derivace funkei (5) podle fiktivni sily f,.
Pro tyto derivace v jednotlivych ¢astech prutu plati

ON {0 ar _ {o oM, [0 pro ¢ € (0,9)
of, | —cosy’ of, | —siny’ 0f, R

Dosazenim (5) a (6) do vztahu pro deformaci u¢ plynociho z Castiglianovy véty, tj.

1 oM, 1 ON 15} T
v) = — [ M, d N d T ds —
) =gy | Meor, Bt ma ) Nop Bt aa) Top
0] 0] 0]
1 ON oM,
- M, — + N —2 ds, 7
EA?“/( af " Gfx) ’ ()
O]
kde ds = rdi, a po zohlednéni f, — 0 dostavame po tprave
A w/2 w/2
2 2
ug(9) = Eq—i}/(cosﬂ—cosw)sin wdw—i coswsiHQ%dw—l—
9 9
L 2 T v
qr v y qr _ 2 ¥
/ n cos smwdw—i- oA /(QCosw cos¥) sin 5 d. (8)
X X

2Pouze provedeme formalni zdménu v za 9.
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Po provedeni pifslusnych integraci v (8) a po tpravéch lze vztah pro velikost posuvu ue
v obecném misté £ psat ve tvaru

ug(v) = 4EJ —4 (1—sin¥)+sin 2042 cos ¥ [r—2 (1+9)|} +
2
qr’ : , qrp :
+ AEA (m—20—4 (1—sinv)—sin 20)+ 1OA (m—20+sin 20) —
2
qr .
~2FA {r—20—4(1-sind)+cos ¥ [r—2 (1+)]}. (9)

Zcela analogickym zpusobem odvodime v obecném misté vztah pro posuv ve. Vzhle-
dem k tomu, Ze v bodé £ nepusobi ve sméru této deformace zadna osaméld sila, musime
opét do tohoto mista pfidat fiktivni dcinek f, — 0, viz obr. 4(b). Zavedeni tohoto
ucinku samoziejmeé zpusobi zménu funkci popisujicich rozlozeni vnitinich u¢inka v prutu,
konkrétné v casti (A. Podle obr. 4(b) a s pfihlédnutim ke vztahum (4) muzeme funkce
popisujici rozlozeni vnitinich uéinku v prutu zapsat ve tvaru

2gr sin? % pro ¢ € (0,9),
N =4 2qrysin? ¥ — fy cos(E — ) =
= 2qrypsin® £ — f, sine pro ¥ € (¥, ),
—2qr) sm cos ¥ w pro ¢ € (0,9),
T =< —2qrsincost + fy sin(Z —¢) =
= —2qry sm cos 5 Yt f,costp pro ¥ € (U, ),
2qr¥ysin? £ pro ¢ € (0,9),
M, = ¢ 2qr?ysin® ¥ — fy r[cos(3 — ) —cos(3 — )] = (10)
= 2qr2¢ sin? & — f,r (siny — sin o) pro ¢ € (¥, %),

Pro vypocet posuvu v je dale nutné znat derivace funkei (10) podle fiktivni sily f,. Pro
tyto derivace v jednotlivych ¢éstech prutu plati

ON [0 or |0 oM, [0 pro ¢ € (0,7) 1
8_fx_ —siny ’ 8_fx_ cosv’ G_fl,_ —r (siny—sin?) pro v € (J,5) (11)

Podle Castiglianovy véty muzeme pro posuv ve psét

! oM, ! ON 3 [ ar
9) = — [ m, %o g N9y 7% s -
ul?) = g5 aof, “TEa) Vor, T aa) Tap, "
0 ) 0]
1 ON OM
- VRN N 12
EAr/( of, " 8fy) ; (12)

@
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Po dosazeni vztahu (10) - (11) do (12), po zohlednéni f, — 0 a po tUpravé dostavame

™/2 w/2
2 4 2 2
ve(V) = 57_7:] / (sind — sin ) sinQ%dzﬁ — Eqil /Sinlbsin?%dl/) _

v 0
9 /2 ) /2

2qr°p 1 (& 2qr _ ' L

A /sm 5 COS5 cos v dip + oA (2sint) — sin?) sin 5 di, (13)

9 )

coz po integraci a upravach vede na vysledny vztah

4 2
qr . qr
= 2 —2(1 —4 —cos 2 1-4 20) —
ve (V) AE] {3+ 2sin?d [r—2(1+ )] —4cos—cos 29} + o ( cos U+cos 20)
2 2
qr-p qr :
~ 104 (1+cos29) — 5B {2+sind [r—2 (14+9)]—4 cos ¥} . (14)

Na zavér vysetfovani deformaci v bodé £ stanovime velikost tihlu natocent ¢¢. Do bodu
& nyni pripojime vnéjsi fiktivni moment m — 0, napt. proti sméru otac¢eni hodin, jak je
znazornéno na obr. 5. Vzhledem k tomu, ze piispévek tohoto momentu do vnitinich sil N
a T je nulovy, budou tyto tu¢inky na celém oblouku AB popséany funkcemi (4) pii zdméné
1 za 9. To ale znamenad, Ze jejich parcidlni derivace podle m budou nulové, a proto i jejich
prispévek do celkového tihlu natoceni v bodé £ je roven 0.

m B 7 vyse uvedeného vyplyvéa, ze pro stanoveni hledaného
S q uhlu natoceni postacuje urcit funkci M, a jeji parcialni
derivaci podle m a vyuzit jiz odvozené vztahy (4).
S ohledem na obr. 5 lze pro funkci momentu a jeji

r derivaci psat
22 W
) Mo — qu2¢ S?n2 1% pro 77Z} E <O’ ,lz—)’ (15)
2qr*ysin® & +m  pro ¥ € (¥, %),

Obr. 5

oM, [ 0 proy e (0,9),
am N 1 pro %U € <197%>7

Potom vyjadiime deformaci ¢; pomoci Castiglianovy véty jako

1 oM, 1 oM,
7eV) =7 / Mo &~ Fa / N o (17)
0] @

coz po dosazeni (4), (15) a (16) vede na vztah

/2 /2
2qr° o Y 2qr o Y
= — —dyp — — —d. 1
e (V) 77 /sm 5 W EA/Sm 5 W (18)
9 9
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Provedeme-li integraci vztahu (18) dostdvame vyjadieni posledni hledané deformace ve
tvaru
3 qr

pe(¥) = 2‘1;J [m = 2(1+ 9 —sin®)] - i [r = 2(1+ 9 — sin )] (19)
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