
Křivé pruty

Martin Fǐser
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Dimenzováńı ǩrivého tenkého prutu

Mějme obecný ǩrivý prut z homogeńıho izotropńıho materiálu.

Obrázek: Křivý prut
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Dimenzováńı ǩrivého tenkého prutu

Na tento prut působ́ı obecné zátěžné účinky.

Obrázek: Zat́ıžený ǩrivý prut

Pro dimenzováńı muśıme vyšeťrit pr̊uběh ohybového momentu
podél sťrednice prutu.
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Dimenzováńı ǩrivého tenkého prutu

Obrázek: Zat́ıžený ǩrivý prut

Z momentové podḿınky rovnováhy k libovolnému bodu a
složkových podḿınek rovnováhy sil,∑

Fx i = 0,∑
Fy i = 0,∑
Mi = 0

(1)

urč́ıme reakce v uložeńı.
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Dimenzováńı ǩrivého tenkého prutu

Nap̌ŕıklad, provedeme-li vyšeťreńı ohybového momentu M(p)
k obecnému ḿıstu p pomoćı metody řezu, bude moment ovlivněn
silou F a momentem M, viz obrázek.

Obrázek: Zat́ıžený ǩrivý prut
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Dimenzováńı ǩrivého tenkého prutu

Je-li vyšeťren vniťrńı ohybový moment, urč́ıme jeho hodnotu Mmax ,
která je rozhoduj́ıćı pro dimenzováńı.

Napět́ı σmax v daném ḿıstě muśı být menš́ı nebo rovno
dovolenému napět́ı

σD ≥ σmax =
Mmax

Wo
⇒Wo ≥

Mmax

σD
, (2)

kde Wo je modul pr̊ǔrezu v ohybu.
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Dimenzováńı ǩrivého tenkého prutu

Nap̌ŕıklad pro kruhový pr̊ǔrez pr̊uměru d je kvadratický moment
J = πd4

64 . Modul pr̊ǔrezu v ohybu je

Wo =
J
d
2

=
πd3

32
. (3)

S využit́ım vztahů (2) a (3) po úpravě dostáváme

d ≥ 3

√
32Mmax

πσD
. (4)
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Výpočet deformace ǩrivého tenkého prutu

Uvažujme obecný ǩrivý prut z homogeńıho izotropńıho materiálu.

Obrázek: Křivý prut se zavedeným systémem soǔradnic

Popǐsme sťrednici prutu pomoćı parametr̊u s1 ∈ 〈0, l1〉 a
s2 ∈ 〈0, l2〉, jak je vidět na obrázku.
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Výpočet deformace ǩrivého tenkého prutu

Pr̊uhyb a úhel natočeńı v daném ḿıstě prutu s vypočteme pomoćı
Castiglianovy věty. Pr̊uhyb je roven parciálńı derivaci celkové
potenciálńı energie prutu dle śıly Fs působ́ıćı v daném ḿıstě a v
daném směru. Obdobně pro úhel natočeńı, kde derivujeme dle
momentu Ms .

u = 1
EJ

∫
s

Mo
∂Mo
∂Fs

ds

ϕ = 1
EJ

∫
s

Mo
∂Mo
∂Ms

ds
(5)
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Výpočet deformace ǩrivého tenkého prutu

Vypočteme pr̊uhyb a natočeńı prutu v damém ḿıstě s.
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Výpočet deformace ǩrivého tenkého prutu

Pokud v tomto ḿıstě nepůsob́ı žádný moment, ani śıla ve směru,
ve kterém poč́ıtáme posunut́ı, pak do tohoto ḿısta p̌ripoj́ıme
fiktivńı śılu Ff → 0 a fiktivńı moment Mf → 0, tj. velikost śıly a
momentu se limitně bĺıž́ı k nule.

Obrázek: Zobrazená fiktivńı śıla a fiktivńı moment v ḿıstě s
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Výpočet deformace ǩrivého tenkého prutu

Nyńı vyšeťŕıme ohybové momenty M1(s1) a M2(s2) z volného
konce prutu. V těchto momentech je zahrnuta i fiktivńı śıla a
fiktivńı moment.
Výsledný úhel natočeńı ϕs vypočteme pomoćı Castiglianovy věty
následuj́ıćım způsobem

ϕs =
1

EJ

 l1∫
0

M1(s1)
∂M1(s1)

∂Mf
ds1 +

l2∫
0

M2(s2)
∂M(s2)

∂Mf
ds2

 . (6)

Posunut́ı us ve směru fiktivńı śıly Ff je dle Castiglianovy věty

us =
1

EJ

 l1∫
0

M1(s1)
∂M1(s1)

∂Ff
ds1 +

l2∫
0

M2(s2)
∂M(s2)

∂Ff
ds2

 . (7)
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Výpočet deformace ǩrivého tenkého prutu

Pro daný p̌ŕıpad vetknutého nosńıku neńı ohybový moment M1(s1)
funkćı ani fiktivńı śıly Ff , ani fiktivńıho momentu Mf . Proto budou
parciálńı derivace

∂M1(s1)

∂Ff
= 0,

∂M1(s1)

∂Mf
= 0

a vztahy (6) a (7) se zjednoduš́ı na

ϕs =
1

EJ

l2∫
0

M2(s2)
∂M(s2)

∂Mf
ds2,

us =
1

EJ

l2∫
0

M2(s2)
∂M(s2)

∂Ff
ds2.
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