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3.3 Resené piiklady

Priklad 1:

Pro nosnik na obrazku vysetiete a za- a b c d_ 74 %

kreslete reakce, T'(x) a M (x). Dale urcete M q M 4////

Iy rovedte dimenmovant oro zadant AR et
f,”fwap ovedte enzovani pro zadany |-.. /;4

priifez. B

Déno: a = 0.5m, b = 0.3m, ¢ = 0.4m,

d=0.2m, ¢ = 10kN/m, M = 5kNm, Obrézek 1

H/B =15, o, = 300 MPa, k = 1.5.

Reseni:
. b . d Podle zadani tlohy nejprve vysSetiime reakce vzni-
M, R “m T o I kajici ve vetknuti nosniku. Vzhledem k charak-
A M ™ < (T, 1M teru vnéjsiho zatizeni je ziejmé, ze ve vetknuti
( P vzniknou pouze dvé nenulové reakce. Oznacme
.- -
| & je Ra, M4 a zvolme jejich orientaci napt. podle
Ra < X obr. 2. Pak podle silové podminky rovnovahy ve
svislém sméru plati
4 4
Ry—qc=0= Ry =¢qc=4000N. (1)
Neo T AT o o
[kN] Reakci M4 uréime napt. z momentové podminky
. 8 rovnovahy napt. k bodu A (viz obr. 2)
42 5 |5
3 _ ¢ > oA
o (M G o0+ 5) =0

[kNm] c
= My =2M —qe(a+b+ 5) — 6000 Nm. (2)

Obrazek 2
Nyni pristoupime k vySetfovani vnitinich si-
lovych a¢inka T'(z) a M(x). Podle typu ulozeni
a charakteru vnéjsich zatézujicich uc¢inkt rozdélime nosnik na pole, ve kterych popiseme
T(x) a M(z) jedingmi funkcemi. Provedme tedy rozdéleni podle obr. 2 na pole I - IV.
Vzhledem k tomu, Ze se jednd o nosnik vetknuty, je vhodné volit nezavisle proménnou x
ve vSech polich od volného konce - viz obr. 2.

Pole I: z € (0,d)

Vnitini G¢inky uré¢ime pomoci podminek rovnovahy mezi vnitinimi a vnéjsimi tcinky.
Provedme ez v misté x v poli I (viz obr. 3). Vzhledem k tomu, Ze nosnik byl pied prove-
denim Tezu ve stavu statické rovnovahy, musi byt i kazda z jeho oddélenych casti také
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v rovnovaze, tj. v fezu vzniknou pfislusné vnitini uéinky 73 (x) a M;(x) (viz obr. 3), které
uvedou oddélené ¢asti nosniku opét do stavu rovnovahy.

Ze silové podminky rovnovahy ve svis-
( T t x * l ) lém smeéru na ¢asti nosniku vpravo od fezu
lyne
Mg, j M q |'|'|'|'|'|'|'|'|'|'|'|'|'|'|'| p

( <]|., T,(x) D M) Tiw) =0. 3)

% l 1M Podle momentové podminky k fezu v misté

Ra M,(x) (1 x plati
)

M(z) — M =0= M;(x) = M = 5kNm.
Obrazek 3 (4)

K urcéeni Ty (x) a M;(x) samoziejmé miZeme
vyuzit také podminky rovnovahy pro ¢ast nosniku vlevo od fezu, které maji tvar

Tl(‘r)—i_qc_RA - 07
Mi(@)+qe(d+5 =) + M = Ma— Rala+b+c+d—z) = 0. (5)

Pro hledané vnitini silové tic¢inky potom mutizeme psat

Ti(z) = Ra—qc=qc—qc =0,
Ml(x):MA+RA(a+b—|—c+d—x)—M—q(d—i—g—x) =

c c
:2M—qc<a+b+§>+qc(a+b+c+d—x)—M—qc<d+§—x) =
— M =5kNm. (6)

Vysledky ziskané z podminek rovnovahy levé a pravé ¢asti nosniku se samoziejmé musi
shodovat. Pribéhy nalezenych funkci 77(z) a M;(z) v prvnim poli jsou znézornéné na
obr. 2.

Hledané funkce 77 (z) a M;(z) lze také urcit pfimo pomoci metody fezu. Staci pouze za-
vést znaménkovou imluvu uvedenou v kap. 3.1, a potom 77 (x) a M;(z) mizeme urcit jako
soucet prislusnych vnéjsich u¢inkt po levé ¢i pravé strané fezu pii respektovani odpovida-
jici ¢asti znaménkové tumluvy!. Pti vysetfovani T'(x) a M () v dalsich polich jiz nebudeme
vyuzivat podminek rovnovahy, ale tvar téchto funkci urc¢ime pfimo metodou fezu.

Pole II: x € (d,c+ d)

Z obr. 4 je zfejmé, ze To(x) a My () v tomto poli snéze uréime pomoci séitani prislusnych
vnéjsich u¢ink® vpravo od fezu v misté x, tj. s vyuzitim pravé ¢asti znaménkové konvence
(viz obr. 4). Potom

IPoviimnéte si, Ze leva, resp. pravé, ¢ast znaménkové amluvy je totoznd s orientaci vnitinich aéinké
pri vyuziti podminek rovnovahy na ¢asti nosniku vpravo, resp. vlevo, od fezu.
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l | -
E Ze vztahu (7) vyplyva, ze T'(x) je v poli

Obrazek 4 IT popséna linearni funkei, zatimco M (x) je

popsan funkci kvadratickou. Z druhé deri-

vace funkce M (z) déle vyplyva, ze se jedna o funkci konkavni (% < 0). Tato funkce

vSak nenabyva své extrémni hodnoty ve vnitinim bodé intervalu (d, c+d) (viz Schwedlerova
véta), ale v jednom z krajnich bodd.

K vykresleni téchto funkci je vhodné provést jejich vycisleni v krajnich bodech pole II,

tj. prox =d a x = c+ d. Plati
Ty(d) = q(d — d) =0, Ty(c+d) = qc =4000N ,
My(d) = M — g(d — d) = M = 5000 Nm, Ms(c+d) = M — 9 = 4200 Nm .

Vysledné grafy funkei (7) v poli II jsou zndzornény na obr. 2.

Pole III: z € (c+d, b+ c+ d)

(T+ X +l ) Vzhledem k tomu, Ze mame jiz urcené re-
M, j ‘]M akce Ry a My, je vyhodné urcit T'(x) a
( % C M (z) v poli IIT jako soucet vnéjsich ucinki
q T - M pusobicich vlevo od fezu v misté = s vy-
Ra uzitim levé ¢asti znaménkové tmluvy (viz
- obr. 5).
Obrazek 5 Potom lze funkce T3(x) a M3(z) vyjadiit
ve tvaru
T3(x) = Ry = qc = 4000N , (8)

Ms(z) = Ma— M+ Rala+b+c+d—zx) =
2
:2M—qc<a—l—b+§>—M+qc(a+b—|—c+d—x):M+%+qc(d—x).(9)

Po vy¢isleni funkce momentu Mj(z) v krajnich bodech intervalu dostavame

2 2
M3(c+d):M—%:4QOONm, Ms(b+ ¢+ d) :M+%—qc(b+c):3000Nm.

Vysledné prubéhy funkci T'(x) a M (x) v poli III jsou znézornény na obr. 2.
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Pole IV:z € (b+c+d,a+b+c+d)

x +l) V tomto poli opét s vyhodou vyuzijeme

(1
M, znalosti reakci R4 a My a vyjadiime Ty(x)
( a My(x) jako sumu pfislusnych Géinkt vlevo
Ra

M q T - M od Fezu.
<-||_._ Potom podle obr. 6 bude platit
Obréazek 6 Ty(x) = Ra = qc = 4000N, (10)

My(z) = Rala+b+c+d—x)+ My =
2

:qc(a+b—|—c—|—d—x)+2M—qc(a+b+§> :2M+q%—l—qc(d—:v) (11)

a po vycisleni
My(b+c+d)=Rsa+ My =8000Nm, My(a+b+c+d)= My =6000Nm.

Vysledné rozlozeni T'(x) a M(z) v poli IV je opét vykresleno do obr. 2.
V dalsim kroku reseni tlohy provedeme dimenzovani pro zadany obdélnikovy prifez.
Pevnostni podminka ma v pfipadé ohybu tvar
Omaz < Op = %a (12)
k
kde maximéalni hodnotu napéti o,,,, v krajnich vlaknech nosniku ur¢ime ze vztahu o,,,, =
J— Mmaz
="w, kde ,
1 1 3 3
W,=-BH>=_-B|(=-B| =-B" 13
6 6 <2 ) 8 (13)
Hodnotu M4, uré¢ime snadno z pribéhu M (z) na obr. 2. Z uvedeného obrazku je zfejmé,
7€ Mpar = My(b+ ¢+ d) = 8000 Nm. Pomoci vztahu (13) 1ze (12) pfepsat do tvaru

M o kM 8-8000 - 1.5
W:ﬂ<_;»3>3ﬂ:§/—io.o47 — 47mm. (14
7 igs =k —\/ 30y 3300 10° m = 47mm. - (14)

velmi snadno dopocitame H = 70.5 mm.

Wl

Ze znalosti rozméru B a zadaného poméru
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Priklad 2:

Pro nosnik na obrazku vySetiete a za- L a b c .4 y,'f,/
kreslete reakce, T'(z) a M (z). Dale provedte T & £ o
dimenzovani pro zadany prifez. yow 2 pas
Déano: a = 0.3m, b = 0.5m, ¢ = 0.2m, PT A
d=01m, A/D =2, F = 10kN, ¢ =
= 20kN/m, op = 90 MPa. Obrézek 1
Reseni:
a b c d Jako prvni vysettime reakce vznikajici ve vaz-
G+ 1 1 R e +l) bach. Vzhledem k charakteru zatiZzeni budou
A T d B v podpérach vznikat nenulové reakce pouze
4’4’*_‘-“,.] x “I: ve svislém smeéru. Potom lze jejich velikosti
Ba Fi x| Ry ur¢it napf. z momentovych podminek rovno-
40,0 w0503 Z?;}I;,l enzzipf(.)dlinz?l?u A a B. Reakci Rp pak
o0 # h ﬁ p y
a Il % Rg(a+b+c+d)+Fa+b+c)—
b
—3009.1 —qb (a + 5) =0 (1)
M ar a dostavame
M%) te273 H@ lﬂm 7727
[Nm],.«rrﬂﬂﬁ e B :qb(a—i-g)—F(a—I—b—i—c)
Ynar o b a+b+c+d
= —4090.9N. 2
Obrazek 2 (2)
Analogicky z momentové podminky k bodu B ve tvaru
b
RA(a+b+C+d)—qb(d+c+§)+Fd=O (3)
urc¢ime velikost R4 jako
b(d+c+3)—Fd
Ry~ 2 ) — 4090.9N. (4)

a+b+c+d

Nyni vySetfime vnit¥ni silové ucinky 7'(z) a M (x) v jednotlivych polich nosniku. Vzhle-
dem k charakteru vnéjsiho zatizeni a typu ulozeni je nutné nosnik rozdélit na 4 pole, tj.
napf. I az IV. Funkce popisujici rozlozeni T'(x) a M(x) v jednotlivych polich pak uréime
pfimo pomoci metody Tezu s vyuzitim konvence znazornéné na obr. 2. Pii vySetfovani
téchto funkci vyuzijeme orientaci soufadnic x a Z znédzornénou na témze obrazku.

Pole I: z € (0,a)
Vnitini G¢inky v obecném fezu v poli I ve vzdalenosti z od bodu A, uré¢ime jako sumu
vSech prislusnych vnéjsich ucinkt po levé strané fezu, tj. vyuzijeme levou ¢ast konvence.
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Potom plati

M1(0) =0,

Ti(x)=Rs=40909N, M(x)=Rax = )
@) = Ra (@) = Ra {Ml(a):RAa:1227.3Nm. (5)
Pole II: z € (a,a + b)

Analogicky jako v pfedchozim poli vyjadiime Ty (x) a My(x) jako sumu vSech piislusnych

ucinki vlevo od fezu. Lze tedy psat

Ty(a) = Ry = 4090.9N,

6
Ty(a+b) = Ry — gb = —5909.1N, (6)

Ty(x) = Ra—q(x —a) = {

Ms(z) = Rax — q

(z —a) {Mg(a) = Rya = 1227.3Nm, )

2 Ms(a +b) = Ra(a +b) — %€ = 772.7 Nm.

Vnitini silové ucinky ve zbyvajicich polich III a IV vySetfime pomoci nové proménné
Z (viz obr. 2). V obou piipadech budeme pfitom séitat pfislusné vnéjsi aéinky vpravo od
fezu, tj. pouzijeme pravou ¢ast znaménkové konvence na obr. 2.

Pole III: 7 € (d,c+ d)
Ty(z) = —Rp — F = —5909.1N, (8)

{Mg(d) = Rpd = —409.1 Nm,

My(7) = RpZ + F(7 — d
3(Z) = RpZ + F(T — d) Ms(c+ d) = Ry(c+d) + Fe = 772.7Nm.

(9)

Pole IV: z € (0,d)
Ty(z) = —Rp = 4090.9N, (10)

M4(0) =0, (1)

My(z) =R =
4(7) BL {M4(d) = Rpd = —409.1 Nm.

Vysledné prubéhy T'(z) a M (x) v polich I - IV jsou vykresleny na obr. 2. Z tvaru funkce
M,y (x) je zfejmé, ze se jednd o konkavni parabolu (nebot % < 0). Tato parabola ma
své lokalni maximum ve vnitfnim bod¢ intervalu = € (a, a + b), nebot funkce T5(x) nabyva
uvnit¥ tohoto intervalu nulové hodnoty (viz Schwedlerova véta).

Déle je z vySe uvedenych pribéhtt momentu ziejmé, Ze toto maximum funkce My ()
predstavuje zaroven maximalni ohybovy moment M,,,, podél celého nosniku, ktery je

nutné pouzit pro dimenzovani nosniku. Pro hodnotu tohoto momentu tedy plati
Mma:c = MQ(xma:c)y (12)

kde x4, je soufadnice udavajici polohu maxima funkce Ms(x), viz obr. 2. Jeji velikost
snadno uréime z podminky 75(2) ez = 0, tj.

R
To(Tmaz) = Ra — ¢(Tppae — @) =0 = Zpaw = 7A +a = 0.5045 m. (13)
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Potom )
q(Tmaz — @)
2
Pri vlastnim dimenzovani vyjdeme z podminky pevnosti ve tvaru

Mgz = M (Tmaz) = Ramaz — = 1645.7 Nm. (14)

Mmax
W,

Omax < 0p, kde Omazx =

(15)

Vztah pro vypocet modulu prifezu v ohybu W, pro zadany ¢tvercovy prifez s kruhovym
otvorem ur¢ime z definice W, tj.

J, Al D4 A A
Wo = €, kde » = E — 7-‘-6—4, € = 5 a 5 =2 (ViZ Z&déni). (16)
Potom lze W, vyjadrit jako
A4 wD* (2D)* wD*
Wt _ o a4 D4 (17)
¢ % D 3 64 3 64)°
Pevnostni podminku potom miizeme zapsat ve tvaru
M,
max S oD (18)
4 s ?
D* (5 - &)
odkud vyplyva
Mmax
D>g Y R (19)
on (5= %)
po vy¢isleni vztahu (19) dostavame velikost hledaného priméru D = 24.2 mm. Zbyvajici
charakteristicky rozmér A snadno dopocitdme ze zadaného poméru A/D jako A = 2D =

= 48.2 mm.
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Priklad 3:

Pro nosnik s previslymi konci urcete 2 b H ¢ d | E

reakce, vySetiete a zakreslete pribéh 14 i N
vnitini posouvajici sily 7" a vnitiniho : = d #d
ohybového momentu M a dimen- ;ﬁ"

zujte pro mezikruhovy prifez. Obrazek 1
Déano: ' = 15kN, a = 0.2m, Re =

300MPa, k =15,b=a,c=2a,d=a, M = {Fa, F, =2F, F, = F, %:g.
Reseni:
Jako prvni krok pii feseni prikladu provedeme
(T+ a b 1 F1 ¢ af +D stanoveni velikosti jednotlivych reakci v ulo-
IAl O | m gl v e zeni nosniku (rota¢ni vazba v bodé A a obecna
MC J % vazba v bodé B, viz obr. 2). Vnéjsi sily Fj,
S RaL B % Ry X2 F5 zptisobi v uloZeni nosniku nenulové reakce
2 Zp
17.5 15 pouze ve svislém sméru. Oznac¢me tyto reakce
T(x) 1K [ R, a Rp a zvolme jejich orientaci napi. podle
[kN] [T T obr. 2. Velikost téchto reakci urcime z pod-
2 -123 minek rovnovahy vnéjsich tcink na celém nos-
M(x) 4 niku. Podle silové podminky rovnovahy ve svis-
k] [[ 1] W = lém sméru a podle momentové podminky rov-
-15 o novahy k bodu A plati
Ri+Rp—F,—F,=0, (1)
Obrazek 2

M—-Fib+Rp(b+c¢)—Fa(b+c+d)=0. (2)

Z rovnice (2) vyjadiime reakci Rp a po dosazeni zadanych hodnot dostéavame

1 1
_ Fb+ F M| = 9Fa + Fla+2 — ZFal| =
Rp b+c[ 10+ Fy(b+c+d) ] 1% a+ F(a+2a+a) 5 a
11

Po dosazeni (3) do silové podminky rovnovahy (1) vyjadiime R4 ve tvaru

11 7
Ri=F+F~Rp=2F + F — —F = .F =175kN. (4)

V dalsim kroku feseni vySetiime pomoci metody fezu vnitini silové tcinky. Je ziejmé,
ze v tomto pripadé bude vhodné rozdélit nosnik na ¢tyti ¢asti. Zvolme souradnicovy systém
v jednotlivych ¢astech nosniku v souladu s obr. 2. Potom pro vnitini silové uc¢inky v prvni
¢asti nosniku, vyjadrené jako soucet prislusnych vnéjsich ucinkt po levé strané fezu a pfi
respektovani levé ¢asti znaménkové timluvy, plati
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Pole I: x € (0,a)
1
Ti(z) =0, M(zx)=-M= —§Fa = —1.5kNm. (5)

Pro ¢ast II je vyhodné zvolit novou soufadnici x; s pocatkem v bodé A, viz obr. 2. Pak
podobné jako v poli I miizeme vnitini G¢inky v tomto poli vyjadrit jako

Pole II: 2, € (0,b)

TQ((L’1> == RA =175 kN, (6)
M(0) = —M = —1.5kNm,

Ms(b) = £Fb— 3Fa = 2Fa = 2kNm.

MQ(ZL‘1> = RAl'l - M = {

Pro vysSetfeni vnitinich ucinkt v ¢asti III vyuzijeme opét proménné z;. Potom

Pole III: 2, € (b,b+ ¢)

7 5
Ms(b) = —3Fa+ {Fb= 2Fa = 2kNm,
Mg(l'l):—M+RAJZ1—F1(ZE1—b) = M3(b+c):—%Fa—k%F(b—I—c)—Flc:

(9)

Pri vySetfovani vnitinich ac¢inkt v poli IV se jevi jako nevhodné sé¢itat vnéjsi ucinky po
levé strané fezu. Vyskytuje se zde totiz fada vnéjsich ucinkt a vysledné funkce T, a My by
tak mély zbytecné komplikovany tvar. Proto pii hledani vnitfnich Gc¢inkd budeme scitat
vnéjsi u¢inky na pravé ¢asti nosniku od mista fezu s respektovanim pravé ¢asti znaménkové
umluvy pro vnitini Géinky a déle zavedeme novou soufadnici x5 s po¢atkem v bodé C (viz
obr. 2). Potom mtizeme psat

Pole IV: z, € (0,d)

T4(I2) == F2 =F =15 kN, (10)

M4(O) = 07

Mo P e 11
4(372) 2L ) {M4(d> — _Fd — _Fa = —3kNm ( )

Pomoci vztaht (5) az (11) lze vykreslit pribéh vnitini posouvajici sily a vnitinitho ohy-
bového momentu na nosniku. Pribéhy jsou zobrazeny na obr. 2.

V dalsim kroku fesSeni pristoupime k dimenzovani nosniku. Vzhledem k tomu, Ze je
zadand hodnota soucinitele bezpecnosti k vyjadiena k mezi kluzu Re, jedné se o material

9
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houzevnaty. To ale znamena, ze velikosti dovoleného napéti v tahu i v tlaku jsou stejné a
Ize je vyjadrit ve tvaru

op = }Ze — 200 MPa. (12)

Dale Ize tici, ze diky symetrii prifezu vici neutralni ose budou velikosti maximalnich napéti
v tahu a v tlaku v daném fezu stejné. Nejvétsi napéti o,,,, bude proto ptisobit v fezu, ve
kterém je velikost vnitfniho ohybového momentu nejvétsi. Velikost tohoto momentu M,,,q.
snadno urc¢ime z obr. 2 jako

Mz = |M3(b+ ¢)| = |My(d)| = 3kNm. (13)

Potom lze maximalni ohybové napéti vyjadiit pomoci vztahu

Mmaa:
maxr — s 14
— (1)

kde pro modul priafezu v ohybu W, pro mezikruhovy prifez plati
J 2 s s d\* T AN\* 3697
WO:—Z:—<—D4——d4):—D3 - (L) | =Zp3|1—(2) | = 22 ps
% D \64 64 32 D 32 5 2-10%
(15)
Ma-li byt v nejvice namahaném misté napéti op, musi platit

Omaz = OD- (16)

Dosazenim (12) az (15) do (16), apravou a vyjadfenim vnéjsiho prifezu D dostdvame

20 - 10° Mo 20-103-3-103 .
D=y = 0.064m = 64 mm. 17
 369m0p \/3697r-20()-106 m = bdmm (17)

Vnitini primér je potom d = %D = 51.2 mm.

10
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Priklad 4:

Vysetiete pribéh smykového napéti u obdélnikového prifezu.

Reseni:
¥ ¥ Pro h/b > 2 plati Zuravského rovnice
7// f/// : T(z) U,
a
, Ta=1T d : . Pro obdelnikovy prirez miizeme ale psat

x=0 Z 1
b=b a JLo=—bh'(2)

Linearni (staticky) moment U, potom vy-
pocteme jako

T

I.I:EH A

- h 1 /h
ov=o(5-v)3 (5+7) -
Obrazek 1 b /p2 e 12
2 () 22 (2.
(7)) o

Dosazenim vztahu (3) do vztahu (1) lze napéti 7, vyjadiit jako

T(z) bh? 42 37T (x) 4y

= (1 ) =5 (157 ) 4
T b Lon 8 ( ) "2 bh 0 @)

nebo 5 42 ()

Y x
Ty = 57’5 (]. — ﬁ) s kde Ts = W . (5)

Z vyse uvedenych vztahti je zfejmé, ze
h

7.=0 pro yz:l:i a Tz:Tmax:;Ts pro y=0. (6)

Na zakladé uvedeného vysledku rozhodnéte, zda lze
y z hlediska tuhosti nahradit nosnik obdélnikového
prifezu o rozmérech h, b dvéma nosniky prifezu 2

92
/ b (viz obr. 2). Své rozhodnuti zdtivodnéte.
i,
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D

Obrézek 2 11

h2

h/2
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