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6.1 Shrnuti zakladnich poznatku

Prostorova a rovinna napjatost

Prostorova napjatost v libovolném bodé télesa je v pravouhlé soustavé soutadnic xyz
obecné popsana 9 slozkami napéti, které lze usporadat do matice ve tvaru
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Prvky o,, 0, a o, lezici na hlavni diagonéle predstavuji normalové slozky napéti a prvky
Tays Taz, Ty Tyzs Tex & Toy leZici mimo hlavni diagondlu reprezentuji smykové slozky napéti.
Orientace uvedenych slozek a roviny, v nichz pusobi, jsou patrné z obr. 1, na kterém je
znazornén elementarni hranolek vyjmuty z télesa.
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Prostorovou napjatost 1ze také popsat jedno-
g o duseji pomoci tzv. hlavnich napéti o1, oo a o3
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(01 > 09 > 03), coz jsou normélova napéti pu-
Obr. 1: Element vyjmuty z télesa. sobici v tzv. hlavnich rovindch. Hlavni rovinou
rozumime takovou rovinu v télese, ve které je

smykova slozka napéti nulova. Velikost hlavnich napéti lze urcit z podminky
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kde 7 predstavuje index piislusného hlavniho napéti. Vycislenim determinantu dostaneme
kubickou rovnici pro vypocet tii hlavnich napéti.

Specialnimi ptipady prostorové napjatosti jsou tzv. jednoosa a rovinna napjatost. Da-
nou napjatost oznac¢ime za jednoosou, je-li pouze jedna normalové slozka napéti nenulova
a vSechny ostatni slozky jsou nulové. V takovém piipadé hovorime o prostém tahu ¢i tlaku.
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Obr. 2: Rovinnd napjatost.

V pripadé rovinné napjatosti lezi vSechny nenulové slozky napéti pouze v jedné roviné,
vSechny ostatni slozky jsou nulové. S takovym piipadem napjatosti se casto setkdvame
pii kombinovaném namahani. Piikladem je napt. napjatost v roviné xy znazornénd na
obr. 2(a) popsana slozkami napéti o,, o, a 7,.

Piedpoklddejme, Ze zname slozky napéti o,, o, a 7, popisujici rovinnou napjatost
v roviné xy. Potom velikost slozek napéti o, a 7, pusobicich v roviné p, ktera je vuci
roviné yz pootocena o thel « (viz obr. 2(b)), ur¢ime pomoci vztaht

Oz + 0 Oy — O .
o, = ”52 Y4 ”32 Y cos 2o + 7, sin 2a
T, = %sin 2a0 — 1, cos 2, (4)

pricemz thel o povazujeme za kladny, sméfuje-li proti sméru otaceni hodinovych rucicek.

Rovnice (4) predstavuji parametrické vyjadreni kruznice s parametrem « a se stredem
na ose o0 v Mohrové roviné napéti or. Tato kruznice se nazyva Mohrova a pro pripad
o, > 0, > 0 je znazornéna na obr. 3. Geometrickd interpretace vztahu (4) je znazornéna
do tohoto obrazku pomoci trojihelnika SAp. Z uvedeného obrazku vyplyva, ze kazdy bod
kruznice predstavuje obraz jedné roviny (v tomto piipadé roviny p) patiici do svazku rovin,
ktery je urcen prusecnici rovin, v nichz pusobi slozky napéti o,, o, a 7., v tomto piipadé
osou z. Déle je z obr. 3 zfejmé, ze se uhly do Mohrovy kruznice (diagramu) vynaseji
s dvojnasobnou velikost{ a se stejnou orientaci v porovnani se skutecnosti (viz obr. 2(b) a
obr. 3).

Podle vyse uvedeného lze snadno provést vlastni konstrukci Mohrovy kruznice (dia-
gramu) na zakladé znalosti slozek napéti o, o, a 7,. Do Mohrovy roviny potom vyneseme
body predstavujici obrazy dvou navzajem kolmych rovin 5 a § (viz obr. 2(b)), jejichz poloha
je déna velikostmi normélovych a smykovych slozek napéti pusobicich v téchto rovinach
(viz vysrafované trojuhelniky SA’S a SA”0 v obr. 3). Znaménka smykovych napéti pritom
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Obr. 3: Konstrukce Mohrovy kruznice. Obr. 4: Znaménka smyko-

vych slozek napéti pii vy-
naseni do Mohrovy roviny.

vynasime podle imluvy znézornéné na obr. 4. Tato umluva plyne ze druhého vztahu (4)
a z obr. 2(b) pro thel a = 0. Dodrzime-li pravidlo pro znaménko smykovych napéti, bude
smysl otaceni roviny p v elementu na obr. 2(b) shodny se smyslem pohybu jejtho obrazu
(bodu) na Mohrové kruznici na obr. 3.

Body I a II v obr. 3 predstavuji obrazy hlavnich rovin. Z obrazku je ziejmé, ze v téchto
rovindch pusobi extrémni (maximdlni a minimdln{) napéti - hlavni napéti o3 > 9. Pokud
|OS| ozna¢ime vzdélenost stfedu Mohrovy kruznice od pocatku souradnicového systému
ot a R polomér Mohrovy kruznice, lze velikosti téchto napéti stanovit podle vztahu

2
0172—\05&3—%“/(%) .y (5)

Z Mohrova diagramu muzeme dale také urcit polohu hlavnich rovin vzhledem k roviné 3 ¢i
5. Rovina I s napétim oy je napiiklad od roviny  natocena o 1hel ¢ (v Mohrové kruznici o

thel 2¢) proti sméru hodinovych rucicek, jehoz velikost uréime z pravoihlého trojihelnika
SA'S v obr. 3 jako

2 1 27,
tan2p = —% = @ = — arctan (— 7 ) : (6)
e 2 Oy — Oy
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Dalsimi charakteristickymi body na Mohrové kruznici jsou body IV a V (viz obr. 3). Tyto
body ptedstavuji obrazy rovin, v nichz pusobi stejné velka normalova napéti oy a maximalni
smykova napéti 7,,.., pro jejichz velikost plati

Oy + 0O Op — O 2
05:% & Timar = (%) +72. (7)

Mohrovu kruznici lze sestrojit i pro prostorovou napjatost. V takovém piipadé pak
hovoiime o tzv. Mohrové diagramu, ktery se sklada ze tii Mohrovych kruznic. Piiklad
takového Mohrova diagramu pro prostorovou napjatost popsanou hlavnimi napétimi oy,
09 a 03, pro ktera plati oy > 09 > o3 > 0, je znazornén na obr. 5. Body I, II a III pak
reprezentuji obrazy hlavnich rovin.
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Obr. 5: Mohruv diagram pro prostorovou napjatost.

Vztah mezi slozkami napéti a deformace prii prostorové a rovinné napjatosti

Vztah mezi slozkami napéti a deformace je v teorii pruznosti popsan tzv. Hookeovym
zéakonem. V piipadé prostorové napjatosti lze tento zédkon zapsat v zobecnéném tvaru

1 1
5IZE[JI_U<Uy+UZ)]> %3:5796’
1 1
gy:E[Jy_N(Ux+gz)]a '7y:a7—y7 (8)
Lo, — (0, + ) :
2= 5|02 — T 5 z— ~ Tz,
7 0= = nlow + oy V=G

kde E [MPa] predstavuje modul pruznosti v tahu (tzv. Younguv modul), p [-] je Poissonovo
¢islo a G [MPa] je modul pruznosti ve smyku. Mezi témito konstantami plati vztah

gZQ(HM). ()
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Vzhledem k tomu, Ze rovinna napjatost je specialnim piipadem napjatosti prostorové,
1ze podobu Hookeova zdkona pro tuto napjatost snadno odvodit ze vztahu (8). Pro rovin-
nou napjatost v roviné zy potom plati

1 1 1
€I = E (O_x - Mo—y)y gy == E (Uy - /‘LO_CC)7 7z = 5 TZ‘ (10)

Inverzi vztahu (10) pak dostdvame piislusné vztahy pro slozky napéti

Op =

E
(gx + :U’5y> y Oy = 'ug (5y + :uszv) y Tz = G’YZ‘ (11)

1 — p? 1—

Teorie pevnosti (hypotézy) - podminky pevnosti

V piipadé jednoosé napjatosti ¢i napjatosti prostého smyku méa podminka pevnosti jedno-
nou ¢i prostorovou) je situace komplikovangjsi, protoze chovani materidlu ovlivni vsechny
slozky napéti. Pro feseni uvedeného problému byla navrzena ruzna kritéria a pro vyjadreni
potfebné mechanické vlastnosti materidlu se vychazi z jednoosé napjatosti, na kterou se
pohlizi jako na zvlastni pripad napjatosti prostorové o, = o # 0, 05 = 03 = 0. Zavislost
mezi témito velicinami, kdy by nastala porucha, lze obecné vyjadrit ve tvaru

f(o1,09,03, Rty Rina) = 0, (12)

kde R, je pevnost materidlu v tahu a R,,; pevnost v tlaku.

Pro zajisténi spolehlivého provozu soucésti je potieba zabezpecit, ze k uvedenému
meznimu stavu nedojde. Proto, jak jiz bylo uvedeno u prostého tahu - tlaku (jednoosé
napjatost), se zavad{ soucinitelé bezpecnosti k, > 1 vuci mezi kluzu a k, > 1 vaéi mezi
pevnosti. Pripustnad (dovolend) napéti lze potom pro tvarné materidly vyjadrit ve tvaru

O

= k_k; ) (13)

0D
kde o = Re pro materidly s vyraznou mez{ kluzu a o, = R,0.2 pro materidly se smluvni
mezi kluzu. Pro kiehké materialy, pro které plati R,,,; < R4, jsou dovolené hodnoty napéti
definovany vztahy

Rmt Rmd
Opt = —75— & Opd= L

k 2

P

(14)

Pevnostni podminky se vzajemné lisi podle toho, z jakého predpokladu vychéazeji. Na
zakladé toho se obecna napjatost vyjadii pomoci ekvivalentniho napéti tzv. redukovaného
napéti o,.q. FExistuje fada podminek pevnosti, které jsou definovany pro tvarny nebo
krehky material. Zde uvedeme pouze tfi nejuzivanéjsi.
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Podminky pevnosti pro tvarné materialy:

1. Teorie (hypotéza) pevnosti podle maximalntho smykového napéti - tzv. Guestova
hypotéza.
Podle této teorie rozhoduje o pevnosti soucasti velikost maximalniho smykového
napéti. Pevnostni podminku 1ze obecné zapsat ve tvaru

—op <0;—0;<op, kde i,5=1,23, (15)

coz lze prepsat do tvaru
Ored < OD. (16)

Redukované napéti o,.q v (16) lze pritom podle této hypotézy vyjadrit jako
Ored — 01 — 03 = 27—max7 (17)

kde o7 je nejvétsi a o3 nejmensi hlavni napéti. Zde je potieba dat pozor u rovinné
napjatosti, pti které jsou obé hlavni napéti o1, oy stejného znaménka. Protoze o
pevnosti rozhoduje maximalni smykové napéti, je nutné rovinnou napjatost chapat
jako specialni ptipad napjatosti prostorové, tj. treti hlavni napéti je o3 = 0 a pomoci
toho pak spravné urcit ..y podle rovnice (17). V piipadé rovinné napjatosti dané
dvéma slozkami normélovych napéti a jednou smykovou slozkou (napi. o, o, a 7,)
bude velikost redukovaného napéti rovna

Orea = 1/ (00— 0,)° + 472 (18)

2. Teorie pevnosti podle hustoty deformacni energie na zménu tvaru - tzv. hypotéza
HMH (Huber-Mises-Hencky).
Podle této teorie rozhoduje o pevnosti soucasti velikost deformaé¢ni energie na zménu
tvaru. Pevnostni podminku lze opét zapsat ve tvaru

Ored S Op, (19)

kde velikost redukovaného napéti o,.4 urcime jako

Ored = \/Uf + 02+ 0% — (0109 + 0903 + 0301) (20)

nebo

Ored = \/ag + 02+ 02— (0,0, + 0y0. +0.0,) + 3 (r2 + 724 172). (21)

V piipadé rovinné napjatosti dané napi. slozkami o,, o, a 7, se vztah pro o,eq
redukuje na

Ored = \/03 + 02— 0,0, +372. (22)

Redukované napéti urcené dle této hypotézy je v literatuie velmi casto oznacovano
jako tzv. Misesovo napéti (von Mises stress).
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Podminky pevnosti pro kiehké materialy:

1. Mohrova hypotéza pevnosti. Tuto podminku lze zapsat ve tvaru
Ored S O Dt, (23)

Hodnotu redukovaného napéti o,.q pritom obecné stanovime jako

Ored = 01 — P03, (24)
kde konstantu p uréime v piipadé rozdilnych souciniteli bezpecnosti v tahu a v tlaku
jako

0Dt
p=—. (25)
0Dd

Pokud uvazujeme stejné soucinitele bezpecnosti, prechéazi vztah (25) do podoby

Rmt
Rmd '

p= (26)
Pti posuzovani rovinné napjatosti pomoci této hypotézy je nutné, stejné jako u
Guestovy hypotézy, chapat danou napjatost jako prostorovou a spravné tak urcit
maximalni a minimalni hlavni napéti.



