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6.3 Resené piiklady

Priklad 1:

Napjatost v bodé télesa je urcena nasledujicimi slozkami napéti y A
(viz obr. 1): o, = 200MPa, o, = 100 MPa, 7, = —50 MPa. Oy
Sestrojte Mohrovu kruznici a graficky a pocetné urcete veli- 1,
kosti hlavnich napéti a maximalniho smykového napéti 7,4, — 1,
Dale stanovte polohu hlavnich rovin vzhledem k zadanym rovi- Oy
nam. \ g
z X
Obr. 1
Reseni:
Iy A Konstrukci Mohrovy kruznice provedeme na zakladé zna-
Oy | losti velikosti smykovych a norméalovych slozek napéti ve
dvou na sebe kolmych rovinach. Oznac¢me tyto dvé roviny,
B - 1, které jsou zaroven kolmé na rovinu zy, napiiklad « a (§ (viz
obr. 2), tj. v roviné « pusobi normélové napéti o, a smykové
_ napéti 7, zatimco v roviné 3 je to normalové napéti o, a
¢ 0; smykové napéti 7,. Potom, v souladu s imluvou o znamén-
cich smykovych a normalovych slozek napéti pii konstrukei
z Mohrovy kruznice, bude obrazem roviny «, resp. 3, v ro-
a viné o7 bod o soufadnicich [0, |7.|] = [200, 50] MPa, resp.
Obr. 2 [0y, T:] = [100, —50] MPa. Vzhledem k tomu, Ze roviny « a

[ sviraji ve skutecnosti tithel 90°, budou jejich obrazy v Mo-

hrové kruznici lezet na primce. Priisecik této pfimky s vodorovnou osou o nam udava stied
S hledané Mohrovy kruznice (viz obr. 3).

Sestrojena Mohrova kruznice protina vodorovnou osu o v bodech I aII (o7 > 09), které
predstavuji obrazy hlavnich rovin (v téchto rovindch je smykova slozka napéti nulovi).
Z obr. 3 je déle zfejmé, ze obrazem roviny, v niz pusobi maximalni 7,,,, je bod A, resp.
bod B. Po odméreni prislusnych vzdalenosti v sestrojené Mohrové kruznici lze psat: o, =
= 221 MPa, 09 = 79 MPa a 7,4, = 71 MPa.

V dalsim kroku feSeni stanovime pocetné hledana napéti oy, 09 a Tye. Pro jejich
velikosti lze psat
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2 2
Tas = \/(%> +72 = \/(M) + (~50)2 = 70.7 MPa. (3)

Polohu hlavnich rovin I a IT ur¢ime snadno z Mohrovy kruznice na obr. 3. Z uvedeného
obrazku je zirejmé, ze pruvodi¢ obrazu hlavni roviny I je pootocen vii¢i pruvodic¢i obrazu
roviny a o uhel 2¢ ve sméru hodinovych rucicek. Velikost tohoto tthlu snadno urcime
z pravouhlého trojuhelnika SaC' jako

o, 9. (—
2550y L g, g (4)

tan2p = — _ _
Y T, — 6, 200 100

To ale znamend, ze ve skutecnosti je hlavni rovina I vii¢i roviné o pootocena ve smeéru
hodin o polovi¢ni thel, tj. ¢ = 22.5°, jak je zndzornéno na obr. 2.

Pii vyse uvedeném feSeni jsme zadanou napjatost vysSetfovali pouze jako rovinnou.
V pripadé ale, ze bychom méli za tikol provést kontrolu bezpecnosti néjaké soucasti, v niz
je vnéjsimi ucinky vyvolana takovato napjatost, nebo napt. dimenzovat tuto soucast apod.,
je nutné vzdy pohliZet na rovinnou napjatost jako na zvlastni pripad napjatosti prostorové
a takto ji i vySetfovat (to je nutné pii pouziti Guestovy a Mohrovy hypotézy pevnosti).

V nasem piipadé jsme stanovili polohu hlavnich rovin I a IT a zjistili jsme, Ze obé tyto
roviny jsou kolmé na rovinu xy soufadnicového systému xyz. Vzhledem k tomu, ze vSechny
hlavni roviny jsou navzajem kolmé, je hledand hlavni rovina III rovnobéznéa s rovinou
xy. Obrazem této roviny III bude pfitom bod o soutfadnicich [0, 0], tj. leZici v poc¢atku
soufadnicového systému o7, nebot norméalové napéti o, ptisobici ve sméru osy z je nulové
a tedy o3 = 0, = 0. Mohriv diagram je potom nutné doplnit o dalsi dvé kruznice, viz
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obr. 4, a pro velikosti hlavnich napéti a maximalniho smykového napéti potom plati

Priklad 2:

o, = 220.7 MPa,

09 =T79.3MPa, o03=0MPa a T, =

0,

91~ % _110.35 MPa.

(5)

[MPa]

0

Obr. 4

Prut je namahan osovou silou. Ta v uvaZované roviné p vyvold normalové napéti o, =
= 80 MPa a smykové napéti 7, = 56 MPa. Vypocitejte velikost maximalniho normalového
napéti 0,,,, pusobiciho v télese.

Reseni:
T
Yol /o ! Tmax
I
20 |
0 S 0-p o
0,
Obr. 1

Ze zadani je ziejmé, zZe se jednda o jednoosou napjatost. Mo-
hrova kruznice odpovidajici této napjatosti prochazi pocat-
kem soufadnicového systému o7 a bodem o soufadnicich
[80, 56] MPa, ktery predstavuje obraz roviny p (viz obr. 1).
Podle této Mohrovy kruznice je zfejmé, ze maximéalni nor-
malové napéti bude rovné maximalnimu hlavnimu napéti oy
pusobicimu v roviné kolmé na osu prutu (hodnota minimal-
niho normalového napéti je pfitom rovna hlavnimu napéti
oy = 0). Pro stanoveni velikosti ¢; posta¢i ur¢it hodnotu
maximalniho smykového napéti 7,,.., tj. poloméru kruznice,
nebot z obr. 1 vyplyva o1 = 27,,4,- VyuZijeme-li vztahu mezi
obvodovym a stfedovym tthlem, miizeme pro velikost maxi-

malniho smykového napéti psat

Tp

Tmaz = sin(2¢p)

,  kde ¢ = arctan (E> = arctan <@) = 34.99°. (1)

80

Op

3
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Po dosazeni dostavame £
max = ——————— = 9.6 MP 2
7 sin(2 - 34.99) . 2)
a potom

Omaz = 01 = 2Tmaz = 119.2 MPa. (3)

Pozadovanou hodnotu o,,,, lze stanovit i jinym zptisobem, napt. vyuzitim znalosti
implicitniho vyjadfeni kruznice. Rovnici kruznice v roviné xy muizeme obecné zapsat ve
tvaru

(x = 20)” + (y — v0)* = 1%, (4)
kde r ptedstavuje polomér kruznice a souradnice x( a 3o urcuji polohu jejiho stiedu. Rovnice
(4) pfejde v nasem piipadé do tvaru

(o — Tma:L’)Q +77 = Tfm- (5)
Rovnici (5) vSak musi vyhovovat i bod predstavujici obraz roviny p, tj. musi platit

(O-P - Tmax)z + 7—5 = Trznaa:‘ (6)

Z rovnice (6) pak snadno vyjadiime

or+ 77 802+ 562
mas = ———F = — 59.6 MP 7
! 2%, 2 80 ? (7)

a potom
Omaz = 01 = 2Tmaz = 119.2 MPa. (8)

Priklad 3:

Prostorova napjatost je dana slozkami napéti o, = 80 MPa, o, = 20MPa, 0, = —15 MPa,
7. = 40MPa, 7, = 7, = 0. Urcete velikosti hlavnich napéti. Dale stanovte soucini-
tel bezpecnosti podle hypotézy Guestovy, HMH a Mohrovy, je-li dano: Re = 240 MPa,
R, = 200 MPa, R,,q = 400 MPa.

Reseni:
Hledana hlavni napéti uré¢ime fesenim determinantu ve tvaru

(0. —0) T, 0
T, (oy —0) 0 =0. (1)
0 0 (0, —0)

Provedeme-li vy¢isleni (1) napt. podle tfetiho fadku dostavame

(0. — ) (0, —0) T,
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Z rovnice (2) je zfejmé, ze (0, — o) = 0, tj. 03 = 0. = —15MPa. To, Ze o, pfedstavuje
jedno hlavni napéti, bylo mozné usoudit hned ze zadani, nebot v roviné kolmé na osu z
pusobi jen normalové napéti (7, = 7, = 0). Pro zbyvajici dvé hlavni napéti potom podle
(2) plati
(0, —0) T,

. (0y—0)
Po vycisleni determinantu a feSeni ziskané kvadratické rovnice dostavame pro zbyvajici
dvé hlavni napéti vztah

~0. (3)

2
org = 2 ‘g Ty 4 \/(%> + 72 = 50 £ 50 MPa. (4)
Hledana hlavni napéti tedy jsou
01 = 100 MP&, 09 = OMPa, 03 — —15 MPa. (5)

Nyni pro zadanou napjatost ur¢ime soucinitel bezpecnosti podle jednotlivych hypotéz.
Podle Guestovy hypotézy lze psat
Ored = Omaz — Omin — 01 — 03 = 115 MPa. (6)

Dosazenim redukovaného napéti o,.q do pevnostni podminky

Re
s (7)

Ored S 0p =

dostavame

Re 240
=— =21
Ored 115
Analogicky budeme postupovat i v ptfipadé pevnostni podminky HMH. Redukované
napéti v tomto pripadé vsak urcéime podle vztahu

Ored = \/O’% + 02 + 02 — 0109 — 0903 — 0301 = 108.3 MPa. 9)
Pro hledanou bezpecnost k potom plati
Re 240
k= = —— =22, 10
Oreq 108.3 (10)
V pripadé Mohrovy podminky pevnosti, kterd ma tvar
O'redSO'Dt:Tmt7 (11)
ur¢ime redukované napéti jako
Ry,
Ored = Omaz — P Omin = 01 — P03 = 01 — 7 ' 53 = 107.5 MPa. (12)
md
Potom podle (11) pro bezpecnost k plati
R 200 .
k= - =10 13
Oreqd  107.5 (13)
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Priklad 4:

Soucast je vyrobena z kiehkého materialu s mezi pevnosti v tahu R,,; = 100 MPa a mezi
pevnosti v tlaku R,,; = 250 MPa. V nebezpecném bodé piisobi tahové napéti oy a tlakové
napéti o3 = —200 MPa. Pi1i jak velkém napéti o; by nastalo poruseni soucasti?

Reseni:
Pro kiehky material pouzijeme Mohrovu podminku pevnosti. Podle této hypotézy dojde
k poruseni soucasti tehdy, jestlize je redukované napéti rovno mezi pevnosti R,,;, tj.

Ul—pO'ngmt. (1)
7 této podminky vyplyva
Rmt
o1 = Ry + —— 03 = 20 MPa. (2)
Rmd

Priklad 5:

Krychle je zatizena vSestrannym tlakem p = 1.4 MPa. Urcete modul pruznosti v tahu F,
je-li Poissonovo ¢islo pr = 0.3 a objem krychle se zmensil 0 0.8 - 1073 %.

Reseni:
Vime, Ze pro pomérnou zménu objemu plati
AV
5U:7:5x+5y+ez. (1)
Vzhledem k tomu, Ze se jedna o namahani vSestrannym tlakem, tj. vSechny smykové slozky
napéti jsou nulové a pro normalové slozky napéti plati o, = 0, = 0. = —p, budou vSechny

normalové slozky deformace stejné, tj. e, = ¢, = €. = €. Jejich velikost lze pfitom urcit
podle Hookeova zakona pro prostorovou napjatost jako

1 p
f= 2l oy +0)) = L (1 —2m) )
Po dosazeni (2) do (1) dostavame
3p
= =——(1—2p).
gp=3c=——7(1-2p) (3)

Ze vztahu (3) jiz snadno vyjadiime hledany vztah pro modul pruznosti v tahu F ve tvaru

(3p(1—2p)  3-14-10°(1-2-0.3)
o N —0.8-10-°

E = = 2.1-10° MPa. (4)
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Priklad 6:

Napjatost je dana slozkami napéti o, = 80 MPa, o, = —30 MPa a 7, = 30 MPa. Pocetné a
graficky urcete velikosti vSech hlavnich napéti a velikost 7,,,,. Déale ovérte splnéni Guestovy
podminky pevnosti, je-li dano: Re = 280 MPa, k = 2.6.

Reseni:

Jako prvni krok pfi feseni tohoto ptikladu si znazornime ele-
y mentarni hranolek a do néj zakreslime slozky napéti podle
T, zadani. Hranolek umistime do prvniho oktantu soufadni-
cového systému zyz, viz obr. 1. Normalova slozka napéti
Oy 0z, resp. smykova slozka 7, = 7,,, plisobi ve sméru kladné
poloosy x, resp. kladnych poloos z a y, nebot jsou kladné.
/ ********** — Slozka napéti o, pisobi ve sméru zaporné polosy z (o, < 0).
: Ostatni slozky napéti jsou nulové. Z obr. 1 je ziejmé, ze se
a jednéa o prostorovou napjatost. Déale pak vidime, Ze napéti
0, je jedno z hledanych hlavnich napéti, protoze piisobi v ro-
Obr. 1 viné, v niz je smykova slozka napéti nulova, tj. v hlavni ro-
viné. To znamenad, Ze jedna z hlavnich rovin je rovnobézna

s rovinou xy soufadnicového systému.

Sestrojme tedy nejprve Mohrovu kruznici odpovidajici rovinné napjatosti popsané sloz-
kami o, a 7,. Za timto ucelem zavedeme oznaceni rovin « a (3 podle obr. 1. Pti respektovani
umluvy o znaméncich pri vynaseni normalovovych a smykovych slozek napéti do Mohrova
diagramu bude obrazem roviny « bod o soufadnicich [80, —30] MPa a obrazem roviny 3 bod
o soufadnicich [0,30] MPa. Obrazy téchto rovin budou pfitom v soufadnicové roviné ot
lezet na pfimce, nebot tyto roviny ve skutecnosti sviraji tthel 90°. Priisecik spojnice téchto
obrazii a vodorovné osy o predstavuje stied S hledané Mohrovy kruznice (viz. obr 2). Pri-
seCiky sestrojené kruznice s vodorovnou osou ¢ predstavuji obrazy dvou hlavnich rovin,
v tomto pfipadé I a II. Obraz posledni hlavni roviny III ma soufadnice [—30,0] MPa, ne-
bot 03 = 0, = —30 MPa (viz vySe). Nyni jiz mizeme sestrojit zbyvajici dvé kruznice a
ziskat tak vysledny Mohriv diagram zadané napjatosti. Hledané velikosti hlavnich napéti
a maximalniho smykového napéti pak mizeme snadno odecist z obr. 2. Dostavame tak:
o1 = 90MPa, 0o = —9MPa, o3 = —30 MPa a 7,,,, = 60 MPa.

Nyni stanovime pocetné velikosti hlavnich napéti oy, 0o a maximalniho smykového
napéti T,q.. Pro jejich velikosti lze psat

Oy + 0y Op — Oy 2 5
012 = B + T +Tz = (1)

80 +0 80 — 0\ = 90 MP
_ 9y, (—> +302=4{ " o (2)
2 2 oy = —10 MPa
Omaz — Omin 01 — 03 90 — (—30)
maxr — = = = MPa.
- 5 5 > 60 MPa (3)
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[MPa]

02 0'1

Obr. 2

V dalsim kroku ovérime splnéni Guestovy podminky pevnosti. To mizeme provést napf.
ovérenim platnosti nerovnosti o,.q < op, kde op urc¢ime ze zadanych hodnot Re a k, nebo
vypoctenim skuteéné bezpecnosti &’ odpovidajici zadané napjatosti a tu poté porovnat
s bezpecnosti pozadovanou k, tj. ovéfenim platnosti nerovnosti & > k (pokud bude tato
nerovnost platit, podminka pevnosti je splnéna). V obou piipadech vSak musime stanovit
velikost 0,4 podle ptislusné podminky pevnosti.

Podle Guestovy podminky plati

Ored = Omaz — Omin = 01 — 03 = 90 — (—=30) = 120 MPa. (4)

Vyuzijeme-li prvniho uvedeného postupu, ur¢ime nejprve hodnotu op, tj.

Re 280 .

a potom ovérime splnéni nerovnosti 0,.q < op, tj.

(%))

120 £ 107.7, (6)

takze Guestova podminka pevnosti neni splnéna.
Pokud bychom chtéli pouzit druhy uvedeny piistup, stanovime skutec¢nou bezpecnost

k" z rovnice
Re ) ~ Re 280 .

red = :—7 tk/ — T
Ored = 0D =7 1 o0 120

Zjistili jsme tedy, ze k' < k, tj. Guestova podminka pevnosti neni splnéna.

2.3, (7)



