GEOMETRICKE CHARAKTERISTIKY PRUREZU
Autori: F. Planicka, M. Zajicek, V. Addmek

2.3 Resené piiklady

Priiklad 1:
Vypoctéte kvadratické a deviaéni momenty k osam znézor- y yr
nénym na obr. 1, je-li ddno: ¢ = 10mm, ¢ = 20 mm,

b =50mm, ¢ = 60 mm.

Resent: t c
Nejprve vypocteme kvadratické momenty a deviaéni mo-
ment k soufadnicovym osdm z a y, tj. Jy, Jy, a Dyy.
Existuje vice zpusobu, jak tyto geometrické charakteris-
tiky stanovit, avSsak vSechny vychazeji ze stejného prin-
cipu: kvadratické a deviaéni momenty slozeného prufrezu
k danym osdm lze stanovit jako soucet kvadratickych (de-
viaénich) momentu, diléich ploch, ze kterych se tento prutez
skladd, k danym osdm. Je ziejmé, ze zadany prufez lze 0y
snadno rozdélit na jednotlivé obdélniky. Zpusobu rozdéleni,
jakozto i postupu vypoctu, je cela fada. V tomto prikladé Obr. 1
se zaméfime pouze na dva.
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Postup 1: Rozdélime prutez myslenymi fezy, napt. podle
obr. 2 na obdélniky 1 - 5 a ptislusné geometrické charak-

Y o teristiky celého prurezu stanovime na zakladé znalosti geo-
metrickych charakteristik dil¢ich obdélniku k jejich tézist-
i nim osam a primou aplikaci Steinerovy véty. Pro vysledny
¢ kvadraticky moment k ose x potom muzeme psat
1 b\? 1 )’
t J, = —tb® b+ —at>+ (b— =) at
| ‘ S5 )t pat’+ 5 ) at+
@‘ @ | | @ (5) A\ - J/ [\ ~ ,
J® 7@
b 1 b+c\’
+Et(b+c)3+< )(b+c)t+
Ot a [t] a |t X P
1 N1 b\’
—at’ + (b— - Jat+=t*+ (= |th. (1
Obr. 2 t 150 +< 2)a+12 +<2) (1)
he e
Je ziejmé, ze plati:
©) o_ 1,3 ) @ o_1 3
Jy = JS :§tb, JP = J a Js :§t(b+c) . (2)



GEOMETRICKE CHARAKTERISTIKY PRUREZU
Autori: F. Planicka, M. Zajicek, V. Addmek

Pomoci vztahu (2) lze vztah (1) prepsat do vysledného tvaru

% at® + (b — %)Zat] : (3)

Po dosazeni zadanych hodnot dostdvame .J, = 608.33-10* mm?*.
Kvadraticky moment J, stanovime podle obr. 1 analogickym postupem. Plati

2 1
szgtb3+§t(b+c)3+2

2 2
1 . t 1, a\? 1 5 t
Jyzﬁbt + (= |bt+—ta +(t+—) at+— (b+o)t” + t+a+§ (b+c)t+

2) " 12 2/ 12 .
e 7 e
+ita3+(t+a+t+g>2at+ibt3+<t+a+t+a+£)2bt. (4)
12 2) 12 2

Po tprave lze (4) piepsat do tvaru

£\ 2 5 2 a\ 2 3\?
<§) +<§t+2a> (t+§> +<2t+§a>

+ % (b+c)t* + (gt+a> (b+c)t. (5)

1 1
Jyzébt3+bt +6ta3+at +

Po dosazen{ zadanych hodnot dostdvame J, = 408.33-10* mm?.
Pii stanoveni D,, s vyhodou vyuzijeme toho, Ze devia¢ni moment plochy k soufadnému
systému, jehoz aspon jedna osa je osou symetrie plochy, je roven 0. Potom

th t t\ (b
Dmy:0+§§bt+0+(t+g)(b—§)at+0+ (t+a—|—§)( ;C) t(b+c)+
N—— RN _

DS Dj% Dé
a t t b
+O+<t+a+t+§> 6—5 at +0 + t+a+t+a+§ 3 bt , (6)
pe pe

coz lze po tpravé prepsat do tvaru

D,, = bt {%+ <gt+2a) g} +at[(t+g> <b—%) + <2t+ga> (b—%)} +

+ (b—;c)Qt (gtJra) . (7)

Po dosazen{ zadanych hodnot dostdvdme D,, = 362.25-10* mm*.
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Postup 2: Prufez rozdélime myslenymi fezy na jednotlivé obdélniky tak, aby byly osy x
a y totozné s prislusnymi stranami obdélniku, nebo s nimi byly rovnobézné a prochazely

y 1 1
L J=-bh®,  J=—b® a D=-——,
3 12 4

kde b a h predstavuji strany obdelnika.
c Za ucelem stanoveni J, je vhodné rozdélit zadany pri-
fez na diléi obdélniky, napt. podle obr. 3. Potom muzeme

99 psét

g it iy PR N @
O li } 13 @ i b Vzhledem k tomu, Ze
I I (o (] I o o °_ o
Ot a[t] a|t X Sy =J7  a JP=JY,
Obr. 3 lze (8) prepsat do tvaru
1 . 1 , 1 ,
A:J?+2u9—ﬂ%:§t@+@+ﬁ §@+wb—§a@—w : (9)

Po dosazeni zadanych hodnot dostdvdme .J, = 608.33-10* mm?*

prvniho postupu a vztahu (3).
V piipadé vypoctu J, rozdélme prufez napi. podle obr. 4. Potom lze pro J, psat

stejné jako v pripadé

y _ 0 _ o4 j® _ j® 4 J® 4 J& _ O _
;::::::-:’—7\@— Jy - Jy - Jy + Jy - Jy + Jy + Jy - Jy -
| 3 : 1 3 1 3
| t Je 1 3 1 3
: = c —(b—1t)(2 ——(b—
| | +3(b t) (2t + a) 3(6 t) (t+a)” +
: 1 1 1 5 1 3
ot : + - (b—-t)t*+-c(2t+a)’ —-c(a+t)” (10)
= { 3 3 3
]
ffi?ﬁ =T T o Po tupravé a dosazeni zadanych hodnot zjistime, ze kvadra-
| . : | b ticky moment .J, = 408.33-10* mm?*, porovnej s vysledkem
} o | dle vztahu (5).
g AN A TN 1 Devia¢ni moment D,, by bylo mozné stanovit analogic-
65) @ .\@ © @ X kym postupem, avsSak jak jiz napovida vypocet .J,, neni
t|_a jt|_a_|t tento postup piilis vhodny, nebot by bylo nutné sestavit

Obr. 4 puvodni prufez z jesté veétstho poctu obdélniku, jejichz

strany lezi na ose x a y.
7 vyse uvedenych vypoctu vyplyva, ze postup 2 je v nékterych pripadech snazsi a méné
narocny (viz stanoveni J, ), avsak mnohdy vede na pfilis velky pocet diléich obdélniku, na
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nicméné lze tici, ze je univerzalnéjsi.

Nyni se zaméfime na stanoveni J,,.,

Jyr & Dypyr. K tomu, abychom mohli tyto hodnoty
v systému x y ddna soutadnicemi T = [zr, zr] (viz obr. 5). Diky symetrii prufezu vzhledem
k ose yr je ztejmé, ze

xT:a+;t (11)

a po dosazeni rr = 35mm. Soutadnici yr stanovime pomoci linedrnich (statickych) mo-
mentu jednotlivych ¢asti prufezu k ose x a pomoci celkové plochy prutezu A. Vyuzijeme-li

napft. rozdéleni prufezu znazornéné na obr. 2, muzeme psat
8P+ SP+ 59+ 5P+ 5P

(12)

y XT Y+ yr A
Je ziejmé, ze SP = SO a S@ = SP. Potom lze (12)
prepsat do tvaru
t c 2(S® 4+ S2) + 5@
yT g A —=
t C2[2tb+ (b—5) at] + B4t + o)
- 3th + 2at + tc B
b+ (2b — t)a + 1 (b+¢)’ (19
[ = .
T y bl % 3b+2a+c
A
Dosazenim do (13) dostdvame yr = 41.4 mm.
Ol a lt] a |t X Nyni jiz tedy zndme polohu tézisté T" a muzeme pii-
stoupit ke stanoveni centralnich kvadratickych charakte-
Obr. 5 ristik prufezu Jo,,Jy; & Dypyr'. Opét uvedeme pouze

dva z moznych postup.

Postup 1: Vyuzijeme znalosti hodnot J,,J, a D,, a piimou aplikaci Steinerovy véty
urcime hledané geometrické charakteristiky. Lze tedy psét (viz obr. 5)

Jog = Jo — Y3 A, Jyp = Jy — T3 A a Dyyyr = Day — xpyrA. (14)

pficemz plocha A = t(3b+2a+c) = 2.510% mm?, rovnou dostdvame J,. = 179.84-10* mm?,
Jyr = 102.08-10*mm* a D =0.

rTyTr
Postup 2: Tento zpusob je zalozen na stejném principu jako prvni postup v ptipadé
urceni J,,J, a D,,. Lisl se pouze tim, Ze nyni pouZzijeme Steinerovu vétu pifmo pro
prepocet centralnich kvadratickych a deviacnich momentu diléich obdélniku k osam z7 a
yr a ne k osdm x a y, tj. pfi tomto postupu budeme vyuzivat vzdalenosti tézistnich os
diléich obdélniku od tézistnich os celého prutezu.

1Je ztejmé, ze Dy,.yp = 0, nebot osa yr je osou symetrie prifezu. Pro ndzornost vsak v dalsim budeme
pocitat i tuto hodnotu, jakoby se jednalo o nesymetricky prufez.
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Opét provedeme rozdéleni prutezu na diléi obdélniky, napf. podle obr. 6. Potom pro
kvadraticky moment .J,, plati:

Y x, My Jop =IO+ IS+ I + I + T2 (15)
Je ziejmé, ze JO = JO a J2 = JS. Potom lze vztah
(15) prepsat do tvaru
t
¢ Jop = 2(JO +J2) + JD =
1 b ?
gl —9 [Etb3+ (§—yT) th+ — at’+
@@ @ 6
4 t ? 1
T b| X +(b———yT at| + —=t(b+c)®+
Y. 2 12
@ 2
b
Oft] a [t] a |t X +< gc—yT>t(b—|—c). (16)
Obr. 6

Vyéislenim vztahu (16) dostdvdme J,, = 179.8410% mm?.
Analogicky postup vyuzijeme i pti vypoctu kvadratického momentu

Jyp = I +JQ + T2 + IO + T2 (17)

Opét je z obr. 6 ziejmé, ze J3) = JO a JO = JO. Muzeme tedy psit

%_

1 t 2 1 a 2
Jyr =2(JQ +TJ2)+ T2 =2 [Ebt3+ <§—xT) tb+ﬁa3—|—<§+t—xT) at

1
+ E(b+c)t3+0t(b+0). (18)
Po dosazeni do tohoto vztahu a vycisleni obdrzime stejny vysledek jako v piipadé aplikace
Steinerovy véty, vztah (14),.
Devia¢ni moment D,,.,, je diky symetrii prufezu vzhledem k ose yr roven 0 (viz difve
poznamka pod ¢arou). Tento fakt ovéiime nédsledovné:

b t
DxTyT :D%yT+DS;yT+D1'@TyT+D$@>TyT+D§>TyT:0+<§_yT) <§_xT)tb+

t t 3
—l—O—l—(b—§—yT)(g+t—xT>at+0+O+(b—i—yT) <2t+§a—xT)at+

b 5
+O+(§—yT)(2a+§t—xT)tb (19)

Po dosazeni piislusnych hodnot do (19) dostavame skutetné D
DS =-D® D2 =-D2 aD® =0.

rTYyT TTYT’ TTYT rTYT rTyr

= 0, nebot plati:

rTyr
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Priklad 2:

Vypocitejte kvadratické momenty J, J,, J.,, J., a de-
via¢ni momenty D,. a D, ., prufezu na obr. 1, je-li
déno: a, @D, @d.

Resenti:
Pii feSeni nejprve zaméime pozornost na stanoveni
geometrickych charakteristik plochy vuéi souradnico-

prufezu. Polohu bodu T muzeme uré¢it snadno intu-
itivné, protoze tento bod lezi na ¢tyrech osach syme-
trie vySetfované geometrie. Poloha bodu T" v systému
2191 je tedy dédna soutadnicemi T = [0.5a,0.54a]. Ze Obr. 1
symetrie prufezu vyplyvaji dalsi dulezité zdkonitosti.

Ve shodé s obr. 2 ziejmé plati, ze

JZ2 = Jyz ) DZzyz =0 N JZS = Jys ’ Dzsys =0. (1)

Pokusme si nyni predstavit konstrukci Culmannovy kruznice pro svazek vsech os prochéze-
jicich bodem T'. Budeme-li postupovat pii konstrukei kruznice ve shodé s (1), zjistime, ze
kruznice zdegeneruje v bod, ktery lezi na ose kvadratickych momentu. Z toho tedy vyplyva,
ze kvadraticky moment k jakékoliv ose ze svazku os, ktera prochazi bodem T, je identicky,
tj.

Jow=dyy =y =Jyy = ... = J, = J,. (2)
Z Culmannovy kruznice rovnéz vyplyva, ze deviaéni moment je nulovy k jakymkoliv dvéma
navzajem kolmym osam z tohoto svazku os, tj. také pro

Deyyy = Disys = D2y = 0. (3)

Pro stanoveni J, si proto muzeme vybrat vypocet kvadratického momentu k libovolné jiné
ose, ke které se bude vypocet provadét snadnéji. Z hlediska pracnosti se jevi jako nejsnazsi
provést vypocet k ose z5 nebo ys. Kvadraticky moment k ose z pak vypocteme jako, viz

obr. 2,
D 2
JZ2K +AK (5) ] ) (4)
kde J.

sy T€SD. Joo, je kvadraticky moment dutého ¢tvercového prutezu, resp. mezikruho-
vého prufezu, k ose zy. Kvadraticky moment J,,. stanovime aplikaci Steinerovy véty
ze znalosti kvadratického momentu J,,, mezikruhového prufezu k ose 295 a plochy Ak
mezikruzi. Po dosazeni dostaneme

JZQ = JZQS’ + 4JZ2C = JZ2S +4

_ LYo opy
Ty = 75 o' = (2D)1] +4

(D' —d) + 3 (D= ) (%)1 . (5)
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Nyni provedme vypocet kvadratickych moment a deviaénfho momentu k osdm 21, ;.
Podle obr. 1 zfejme plati, ze
S = Jy, - (6)

K jejich vypoétu muzeme s vyhodou vyuzit znalosti J,, k centralni (tézistni) ose celého
prufezu. Pomoci Steinerovy véty muzeme psat
a\?2 a\?2
Ju =T+ A(5) = Ju+ |02 = @D) +47(D* = )] (5). (7)
kde A je velikost plochy celého prutezu. Obdobné budeme postupovat i v pripadé vypoctu
devia¢niho momentu D,,,,, kde plati, viz (3),

2
aa T a
Disgy = Dagy + ASS = 0+ [0 = (2D)* +45(D* = )| & (8)
22 4 4
Vypocet kvadratickych charakteristik J,, a D, ,, muzeme provést i jinymi postupy.
Ukazme si jeden z nich. Cely prutez rozdélime na geometricky jednodussi plochy, konkrétné
na duty ¢tvercovy prufez o plose Ag a 4 mezikruhové prutezy o plochach Ag. S ohledem

na obr. 3 pak muzeme psat

2 1
T = Jo + As (g) 2 (o + Aca?) +2 (T + Axcad) = 75 [0 = @2D)'] +

+ [QQ—(2D)2] (g)2+2 1(D4—d4)+z(D2—d2) 2+D+a_2D 2
2 64 4 2 2
Tooa w2 oo (D a—2D ’
+ 2 64(D d)+4(D d)<2+ 5 )] (9)
Y3 Y /23 Yx NY2 A Y

@@\ L%

Obr. 2
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Obdobné vypocteme deviaéni moment

aa
D,y = Dsyyp + Ag 55+ D ey + Axarar + Doy e + Arcagag + Dy ey + Axarag +

(1,2 a2
+ DzQKle + AKa2a1 = AS — 4+ AK (CL% + 2(11&2 + a;) = AS — 4+ AK (CLl + a2)2 =

4 4
2 2
9 0G5 T D a—2D D a-2D
=la"— 2D)*|—-+ - (D" —d —+D — 1
[@* = @D + 7 ( )[<2+ +t—— )3+ , (10)
piicemz plati, Ze D.,y, = D\ jpix = - = Daypyie = 0. Po elementarni dpraveé dostaneme

vyraz ve tvaru (8).

Zaveérem prikladu jesté podotknéme, ze vztah (5) a vztahy (7) az (10) je mozné a
ucelné déle upravit a zjednodusit. Doslo by vsak ke ztraté nazornosti, a proto nejsou
Upravy vyrazi provedeny.

Priklad 3:

Pro trojuhelnikovy prutez h = 2b podle obr. 1 vypocitejte hlavni y
centralni kvadratické momenty a urcete polohu hlavnich os.

Resent:
P1i vypoctu pouzijeme nasledujici postup:

ve vhodné zvolené soustavé souradnic z,y (obr. 1) vypoéitame kva-
dratické charakteristiky J,, J, a D,..

0 b ‘ z

nice zp, yr. Obr. 1

vypocitame centralni kvadratické charakteristiky J.,, Jy, a D
veéty.

yrer VYUZitim Steinerovy

ze znalosti centralnich kvadratickych charakteristik vypocteme hlavni centralni kvadratické
momenty J; = Jyar @ Jir = Jmin, nalezneme polohy hlavnich centralnich os a zobrazime
Culmanovu (Mohrovu) kruznici kvadratickych moment.

Na zakladé definiéniho vztahu pro kvadraticky moment prufezu k ose z lze psat

h h 3 41h 3
b b b |, vy Y bh
J. /Ay 1 Oyh( y)dy ho(y y)dy =5 ERRTE

pricemz dA; = b(y)dy, jak je vidét na obr. 2(a). Proménny paramert b(y) snadno vyjadiime
z podobnosti trojuhelniku

T 4 (1)

by) b b

h—y h = b(y):ﬁ(h—y).
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v (a Y (b) vy (c)
) Y | ga,
A h h
b(y) | ) oy dA
y h(2)
dA) y
0 b ‘ z 0 z dz | ¢ 0 z dz | <

b b

Obr. 2

Analogicky stanovime kvadraticky moment k ose y jako

b ,h hb?
Jy:AzszQZAZ23<b_z>dZIE’ (2)
jestlize jsme v tomto piipadé vyuzili vztahu, obr. 2(b),
h
dAs = h(z2)dz = E(b —2)dz.

Deviaéni moment k osam y, z vypocteme na zakladé defini¢niho vztahu jako

h b(y) h »27b0)
DyZ:/ysz://yzdydz:/ y/zdz dy:/ Y [—} dy =
A A 0 0 0 2 o

1 h b 2 b2 h b2h2
=§/0 (g(h—y)> ydy = 5 i (W*y = 2hy* +y*) dy = — - (3)

V tomto piipadé byl diferencidl plochy dA = dy dz uvazovéan ve shodé s obr. 2(c). Devia¢ni
moment D,, muzeme vyhodné vypocitat také alternativni postupem. Uvazujme diferencidl

plochy dA1 dle obr. 2(a), resp. diferencial plochy dA, dle obr. 2(b). Vzhledem k tomu

zanedbani diferencidlu druhého fadu), lze definicéni vztah psat v nasledujicich tvarech

Dyz:/A (Ty / (7 dy—%/ohyb(y)gdy, (4)
-

D,. = /A % M), /0 bzh(z)de. (5)

2
Timto postupem se lze vyhnout jedné integraci, srov. (3) a (4).
Pro uréenl' kvadratickych charakteristik k téZiétnim (centrédnl'm) oszim rovnobéinych se

N | —

yT:§7 (6)
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jedné ze soutadnic, napt. yp. Linearni moment k ose z je

h h b b h th
Ufa@Tzfywa:/"wwmy:/zrm~yMy:—/<@—y%w:——.(ﬂ
A 0 0 h h 0 6

Plochu A vypocteme z definice jako y 1Y
h h
b bh
A= [an= [Cway=1 [ h-pay=7. ©
A 0 h Jo 2
h
V obou ptipadech byl uvazovam diferencial plochy ve shodé
sobr. 2(a). Po vyjadfeni yr ze (7) a dosazenim za linedrni moment y T I
a plochu dostavame !
_bR?J)6 h 0 z z
' %n2 3¢ b
Obr. 3

Obdobné se vypocita soutadnice zr pomoci linearntho momentu k ose y.
Kvadratické momenty a deviaéni moment k centralnim osam zr a yr, obr. 3, které jsou
rovnobézné s osami z a y, vypocteme pomoci Steinerovy veéty

b3 bh (R\?  bR3 hb®  bh (b\? b3
=J —Ayi=——-—(=] = — —J — A2 =" __[2) ==
Jor == Ayr =15 =3 (3) 560 T =T AT =g (3) 36 7
bh:  bhbh b2h2
DZTyT_Dzy_AZTyT——24 T 5337 g 9)

Vezmeme-li v tvahu konkrétni rozméry trojihelniku ze zadani, muzeme vztahy z (9)
prepsat, napt. pomoci parametru b, jako

b(20)°  2b* 20b° b p*(20)> b
A A
36 9 36 18 72 18
Nyni jiz muzeme vypocitat hlavni centralni kvadratické momenty podle vztahu
Top + Ty Jor = Ty \
Jmam/min = fy + \/(%) + (DZTyT)2 : (11)
Dosazenim do tohoto vztahu z (10) a po tpravé dostavame
5+ V13 5—+13
Tae = S Y00 g ozgpt g = 2V I 030pt (12)
36 36
Polohu hlavnich centralnich os uré¢ime pomoci tthlu
2D, 1 —2b 1 2.
a=g arctan T Jy = —arctan ﬂ =5 arctang = 16.87, (13)

10
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Obr. 4 Obr. 5

ktery svird osa maximalntho kvadratického momentu / s vychozi osou zr, (J,, > J,,.). Osa
I musi navic s ohledem na velikost devia¢ntho momentu (D,,,, < 0) prochdzet prvnim a
tfetim kvadrantem, které jsou vymezeny soutadnicovymi osami zp a yp. Poloha hlavnich
centralnich os je potom vidét na obr. 4. Pfipomenme jesté, ze smysl vynaseni thlu
v Culmannové kruznici je shodny se smyslem vynaseni tthlu mezi jednotlivymi, navzajem
pootocenymi, soufadnicovymi systémy, viz obr. 4 a obr. 5.
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