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2.3 Řešené př́ıklady

Př́ıklad 1:
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Obr. 1

Vypočtěte kvadratické a deviačńı momenty k osám znázor-
něným na obr. 1, je-li dáno: t = 10mm, a = 20mm,
b = 50mm, c = 60mm.

Řešeńı:

Nejprve vypočteme kvadratické momenty a deviačńı mo-
ment k souřadnicovým osám x a y, tj. Jx, Jy a Dxy.
Existuje v́ıce zp̊usob̊u, jak tyto geometrické charakteris-
tiky stanovit, avšak všechny vycházej́ı ze stejného prin-
cipu: kvadratické a deviačńı momenty složeného pr̊uřezu
k daným osám lze stanovit jako součet kvadratických (de-
viačńıch) moment̊u, d́ılč́ıch ploch, ze kterých se tento pr̊uřez
skládá, k daným osám. Je zřejmé, že zadaný pr̊uřez lze
snadno rozdělit na jednotlivé obdélńıky. Zp̊usob̊u rozděleńı,
jakožto i postup̊u výpočt̊u, je celá řada. V tomto př́ıkladě
se zaměř́ıme pouze na dva.
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Obr. 2

Postup 1: Rozděĺıme pr̊uřez myšlenými řezy, např. podle
obr. 2 na obdélńıky 1 - 5 a př́ıslušné geometrické charak-
teristiky celého pr̊uřezu stanov́ıme na základě znalosti geo-
metrických charakteristik d́ılč́ıch obdélńık̊u k jejich těžǐst-
ńım osám a př́ımou aplikaćı Steinerovy věty. Pro výsledný
kvadratický moment k ose x potom můžeme psát
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Je zřejmé, že plat́ı:
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Pomoćı vztah̊u (2) lze vztah (1) přepsat do výsledného tvaru
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Po dosazeńı zadaných hodnot dostáváme Jx
.
= 608.33·104mm4.

Kvadratický moment Jy stanov́ıme podle obr. 1 analogickým postupem. Plat́ı
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Po úpravě lze (4) přepsat do tvaru
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Po dosazeńı zadaných hodnot dostáváme Jy
.
= 408.33·104mm4.

Při stanoveńı Dxy s výhodou využijeme toho, že deviačńı moment plochy k souřadnému
systému, jehož aspoň jedna osa je osou symetrie plochy, je roven 0. Potom
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což lze po úpravě přepsat do tvaru
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Po dosazeńı zadaných hodnot dostáváme Dxy = 362.25·104mm4.
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Postup 2: Pr̊uřez rozděĺıme myšlenými řezy na jednotlivé obdélńıky tak, aby byly osy x
a y totožné s př́ıslušnými stranami obdélńık̊u, nebo s nimi byly rovnoběžné a procházely
jejich těžǐsti, a mohli jsme tak př́ımo využ́ıt obecně platné vztahy
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Obr. 3
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,

kde b a h představuj́ı strany obdelńıka.
Za účelem stanoveńı Jx je vhodné rozdělit zadaný pr̊u-

řez na d́ılč́ı obdélńıky, např. podle obr. 3. Potom můžeme
psát

Jx = J 1○
x − J 2○

x + J 3○
x + J 4○

x − J 5○
x . (8)

Vzhledem k tomu, že
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lze (8) přepsat do tvaru
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Po dosazeńı zadaných hodnot dostáváme Jx
.
= 608.33 · 104 mm4 stejně jako v př́ıpadě

prvńıho postupu a vztahu (3).
V př́ıpadě výpočtu Jy rozdělme pr̊uřez např. podle obr. 4. Potom lze pro Jy psát
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Obr. 4
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Po úpravě a dosazeńı zadaných hodnot zjist́ıme, že kvadra-
tický moment Jy

.
= 408.33·104mm4, porovnej s výsledkem

dle vztahu (5).
Deviačńı momentDxy by bylo možné stanovit analogic-

kým postupem, avšak jak již napov́ıdá výpočet Jy, neńı
tento postup př́ılǐs vhodný, neboť by bylo nutné sestavit
p̊uvodńı pr̊uřez z ještě větš́ıho počtu obdélńık̊u, jejichž
strany lež́ı na ose x a y.

Z výše uvedených výpočt̊u vyplývá, že postup 2 je v některých př́ıpadech snažš́ı a méně
náročný (viz stanoveńı Jx), avšak mnohdy vede na př́ılǐs velký počet d́ılč́ıch obdélńık̊u, na
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které je nutné pr̊uřez rozdělit (viz stanoveńı Jy). Postup 1 se na prvńı pohled zdá složitěǰśı,
nicméně lze ř́ıci, že je univerzálněǰśı.

Nyńı se zaměř́ıme na stanoveńı JxT
, JyT a DxT yT . K tomu, abychom mohli tyto hodnoty

vypoč́ıtat, je nejprve nutné určit polohu těžǐstě. Nechť je poloha těžǐstě T zadaného pr̊uřezu
v systému x y dána souřadnicemi T = [xT , zT ] (viz obr. 5). Dı́ky symetrii pr̊uřezu vzhledem
k ose yT je zřejmé, že

xT = a +
3

2
t (11)

a po dosazeńı xT = 35mm. Souřadnici yT stanov́ıme pomoćı lineárńıch (statických) mo-
ment̊u jednotlivých část́ı pr̊uřezu k ose x a pomoćı celkové plochy pr̊uřezu A. Využijeme-li
např. rozděleńı pr̊uřezu znázorněné na obr. 2, můžeme psát
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x . Potom lze (12)
přepsat do tvaru
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Dosazeńım do (13) dostáváme yT = 41.4mm.
Nyńı již tedy známe polohu těžǐstě T a můžeme při-

stoupit ke stanoveńı centrálńıch kvadratických charakte-
ristik pr̊uřezu JxT

, JyT a DxT yT
1. Opět uvedeme pouze

dva z možných postup̊u.

Postup 1: Využijeme znalosti hodnot Jx, Jy a Dxy a př́ımou aplikaćı Steinerovy věty
urč́ıme hledané geometrické charakteristiky. Lze tedy psát (viz obr. 5)

JxT
= Jx − y2TA , JyT = Jy − x2

TA a DxT yT = Dxy − xT yTA . (14)

Po dosazeńı do (14) již dř́ıve vypočtených hodnot kvadratických moment̊u a polohy těžǐstě,
přičemž plocha A = t(3b+2a+c) = 2.5·103mm2, rovnou dostáváme JxT

.
= 179.84·104mm4,

JyT
.
= 102.08·104mm4 a DxT yT = 0.

Postup 2: Tento zp̊usob je založen na stejném principu jako prvńı postup v př́ıpadě
určeńı Jx, Jy a Dxy. Lǐśı se pouze t́ım, že nyńı použijeme Steinerovu větu př́ımo pro
přepočet centrálńıch kvadratických a deviačńıch moment̊u d́ılč́ıch obdélńık̊u k osám xT a
yT a ne k osám x a y, tj. při tomto postupu budeme využ́ıvat vzdálenosti těžǐstńıch os
d́ılč́ıch obdélńık̊u od těžǐstńıch os celého pr̊uřezu.

1Je zřejmé, že DxT yT
= 0, neboť osa yT je osou symetrie pr̊uřezu. Pro názornost však v daľśım budeme

poč́ıtat i tuto hodnotu, jakoby se jednalo o nesymetrický pr̊uřez.
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Opět provedeme rozděleńı pr̊uřezu na d́ılč́ı obdélńıky, např. podle obr. 6. Potom pro
kvadratický moment JxT

plat́ı:
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Obr. 6
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. (15)

Je zřejmé, že J 1○
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(15) přepsat do tvaru
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Vyč́ısleńım vztahu (16) dostáváme JxT

.
= 179.84·104mm4.

Analogický postup využijeme i při výpočtu kvadratického momentu
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Opět je z obr. 6 zřejmé, že J 1○
yT

= J 5○
yT

a J 2○
yT

= J 4○
yT
. Můžeme tedy psát
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Po dosazeńı do tohoto vztahu a vyč́ısleńı obdrž́ıme stejný výsledek jako v př́ıpadě aplikace
Steinerovy věty, vztah (14)2.

Deviačńı moment DxT yT je d́ıky symetrii pr̊uřezu vzhledem k ose yT roven 0 (viz dř́ıve
poznámka pod čarou). Tento fakt ověř́ıme následovně:
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Po dosazeńı př́ıslušných hodnot do (19) dostáváme skutečně DxT yT = 0, neboť plat́ı:
D 1○

xT yT
= −D 5○

xT yT
, D 2○

xT yT
= −D 4○

xT yT
a D 3○

xT yT
= 0.
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Autoři: F. Plánička, M. Zaj́ıček, V. Adámek

Př́ıklad 2:
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Obr. 1

Vypoč́ıtejte kvadratické momenty Jz, Jy, Jz1, Jz2 a de-
viačńı momenty Dyz a Dy1z1 pr̊uřezu na obr. 1, je-li
dáno: a,∅D,∅d.

Řešeńı:

Při řešeńı nejprve zaměřme pozornost na stanoveńı
geometrických charakteristik plochy v̊uči souřadnico-
vým osám z a y s počátkem v bodě T− těžǐstěm celého
pr̊uřezu. Polohu bodu T můžeme určit snadno intu-
itivně, protože tento bod lež́ı na čtyřech osách syme-
trie vyšetřované geometrie. Poloha bodu T v systému
z1y1 je tedy dána souřadnicemi T = [0.5 a, 0.5 a]. Ze
symetrie pr̊uřezu vyplývaj́ı daľśı d̊uležité zákonitosti.
Ve shodě s obr. 2 zřejmě plat́ı, že

Jz2 = Jy2 , Dz2y2 = 0 ∧ Jz3 = Jy3 , Dz3y3 = 0 . (1)

Pokusme si nyńı představit konstrukci Culmannovy kružnice pro svazek všech os procháze-
j́ıćıch bodem T . Budeme-li postupovat při konstrukci kružnice ve shodě s (1), zjist́ıme, že
kružnice zdegeneruje v bod, který lež́ı na ose kvadratických moment̊u. Z toho tedy vyplývá,
že kvadratický moment k jakékoliv ose ze svazku os, která procháźı bodem T , je identický,
tj.

Jz2 = Jy2 = Jz3 = Jy3 = ... = Jz = Jy . (2)

Z Culmannovy kružnice rovněž vyplývá, že deviačńı moment je nulový k jakýmkoliv dvěma
navzájem kolmým osám z tohoto svazku os, tj. také pro

Dz2y2 = Dz3y3 = Dzy = 0. (3)

Pro stanoveńı Jz si proto můžeme vybrat výpočet kvadratického momentu k libovolné jiné
ose, ke které se bude výpočet provádět snadněji. Z hlediska pracnosti se jev́ı jako nejsnažš́ı
provést výpočet k ose z2 nebo y2. Kvadratický moment k ose z2 pak vypočteme jako, viz
obr. 2,

Jz2 = Jz2S + 4Jz2C = Jz2S + 4

[

Jz2K + AK

(
D

2

)2
]

, (4)

kde Jz2S , resp. Jz2C , je kvadratický moment dutého čtvercového pr̊uřezu, resp. mezikruho-
vého pr̊uřezu, k ose z2. Kvadratický moment Jz2C stanov́ıme aplikaćı Steinerovy věty
ze znalosti kvadratického momentu Jz2K mezikruhového pr̊uřezu k ose z2K a plochy AK

mezikruž́ı. Po dosazeńı dostaneme

Jz2 =
1

12

[
a4 − (2D)4

]
+ 4

[

π

64

(
D4 − d4

)
+

π

4

(
D2 − d2

)
(
D

2

)2
]

. (5)
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Nyńı proveďme výpočet kvadratických moment̊u a deviačńıho momentu k osám z1, y1.
Podle obr. 1 zřejme plat́ı, že

Jz1 = Jy1 . (6)

K jejich výpočtu můžeme s výhodou využ́ıt znalosti Jz2 k centrálńı (těžǐstńı) ose celého
pr̊uřezu. Pomoćı Steinerovy věty můžeme psát

Jz1 = Jz2 + A
(a

2

)2

= Jz2 +
[

a2 − (2D)2 + 4
π

4
(D2 − d2)

] (a

2

)2

, (7)

kde A je velikost plochy celého pr̊uřezu. Obdobně budeme postupovat i v př́ıpadě výpočtu
deviačńıho momentu Dz1y1 , kde plat́ı, viz (3),

Dz1y1 = Dz2y2 + A
a

2

a

2
= 0 +

[

a2 − (2D)2 + 4
π

4
(D2 − d2)

] a2

4
. (8)

Výpočet kvadratických charakteristik Jz1 a Dz1y1 můžeme provést i jinými postupy.
Ukažme si jeden z nich. Celý pr̊uřez rozděĺıme na geometricky jednodušš́ı plochy, konkrétně
na dutý čtvercový pr̊uřez o ploše AS a 4 mezikruhové pr̊uřezy o plochách AK . S ohledem
na obr. 3 pak můžeme psát

Jz1 = Jz2S + AS

(a

2

)2

+ 2
(
Jz1K + AKa

2
1

)
+ 2

(
Jz2K + AKa

2
2

)
=

1

12

[
a4 − (2D)4

]
+

+
[
a2 − (2D)2

] (a

2

)2

+ 2

[

π

64

(
D4 − d4

)
+

π

4
(D2 − d2)

(
D

2
+D +

a− 2D

2

)2
]

+

+ 2

[

π

64

(
D4 − d4

)
+

π

4
(D2 − d2)

(
D

2
+

a− 2D

2

)2
]

. (9)

T
D/2

z2

z2K

y2
z3

y3

Obr. 2

2 2[a  , a  ]

1 1[a  , a  ]

1 2[a  , a  ]

2 1[a  , a  ]

T

0

y1

z1

y2K y y2 1K

z1K

2z

z2K

Obr. 3
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Obdobně vypočteme deviačńı moment

Dz1y2 = Dz2y2 + AS
a

2

a

2
+Dz1Ky1K + AKa1a1 +Dz2Ky2K + AKa2a2 +Dz1Ky2K + AKa1a2 +

+ Dz2Ky1K + AKa2a1 = AS
a2

4
+ AK

(
a21 + 2a1a2 + a22

)
= AS

a2

4
+ AK (a1 + a2)

2 =

= [a2 − (2D)2]
a2

4
+

π

4

(
D2 − d2

)
[(

D

2
+D +

a− 2D

2

)

+

(
D

2
+

a− 2D

2

)]2

, (10)

přičemž plat́ı, že Dz2y2 = Dz1Ky1K = ... = Dz2Ky1K = 0. Po elementárńı úpravě dostaneme
výraz ve tvaru (8).

Závěrem př́ıkladu ještě podotkněme, že vztah (5) a vztahy (7) až (10) je možné a
účelné dále upravit a zjednodušit. Došlo by však ke ztrátě názornosti, a proto nejsou
úpravy výraz̊u provedeny.

Př́ıklad 3:

y

0

h

b z

Obr. 1

Pro trojúhelńıkový pr̊uřez h = 2b podle obr. 1 vypoč́ıtejte hlavńı
centrálńı kvadratické momenty a určete polohu hlavńıch os.

Řešeńı:

Při výpočtu použijeme následuj́ıćı postup:

• ve vhodně zvolené soustavě souřadnic z, y (obr. 1) vypoč́ıtáme kva-
dratické charakteristiky Jz, Jy a Dyz.

• v̊uči této soustavě souřadnic urč́ıme polohu těžǐstě T , tj. jeho souřad-
nice zT , yT .

• vypoč́ıtáme centrálńı kvadratické charakteristiky JzT , JyT a DyT zT využit́ım Steinerovy
věty.

• ze znalosti centrálńıch kvadratických charakteristik vypočteme hlavńı centrálńı kvadratické
momenty JI = Jmax a JII = Jmin, nalezneme polohy hlavńıch centrálńıch os a zobraźıme
Culmanovu (Mohrovu) kružnici kvadratických moment̊u.

Na základě definičńıho vztahu pro kvadratický moment pr̊uřezu k ose z lze psát

Jz =

∫

A

y2 dA1 =

∫ h

0

y2
b

h
(h− y)dy =

b

h

∫ h

0

(hy2 − y3)dy =
b

h

[

h
y3

3
−

y4

4

]h

0

=
bh3

12
, (1)

přičemž dA1 = b(y)dy, jak je vidět na obr. 2(a). Proměnný paramert b(y) snadno vyjádř́ıme
z podobnosti trojúhelńık̊u

b(y)

h− y
=

b

h
⇒ b(y) =

b

h
(h− y).
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y

0 b z

h

y

b(y)

dy

h

0

y

z

b
z dz

h(z)

dA1

2dA

y

z0

h

dzz
b

dA

y

dy

(c)(b)(a)

Obr. 2

Analogicky stanov́ıme kvadratický moment k ose y jako

Jy =

∫

A

z2 dA2 =

∫ b

0

z2
h

b
(b− z) dz =

hb3

12
, (2)

jestliže jsme v tomto př́ıpadě využili vztahu, obr. 2(b),

dA2 = h(z) dz =
h

b
(b− z) dz.

Deviačńı moment k osám y, z vypočteme na základě definičńıho vztahu jako

Dyz =

∫

A

y z dA =

∫∫

A

y z dy dz =

∫ h

0

(

y

∫ b(y)

0

z dz

)

dy =

∫ h

0

(

y

[
z2

2

]b(y)

0

)

dy =

=
1

2

∫ h

0

( b

h
(h− y)

)2

y dy =
b2

2h2

∫ h

0

(h2y − 2hy2 + y3) dy =
b2h2

24
. (3)

V tomto př́ıpadě byl diferenciál plochy dA = dy dz uvažován ve shodě s obr. 2(c). Deviačńı
moment Dyz můžeme výhodně vypoč́ıtat také alternativńı postupem. Uvažujme diferenciál
plochy dA1 dle obr. 2(a), resp. diferenciál plochy dA2 dle obr. 2(b). Vzhledem k tomu,
že proměnné y a z v definičńım vztahu odpov́ıdaj́ı poloze těžǐstě diferenciálu plochy (při
zanedbáńı diferenciál̊u druhého řádu), lze definičńı vztah psát v následuj́ıćıch tvarech

Dyz =

∫

A

y
b(y)

2
dA1 =

∫ h

0

y
b(y)

2
b(y) dy =

1

2

∫ h

0

yb(y)2 dy , (4)

Dyz =

∫

A

z
h(z)

2
dA2 =

∫ b

0

z
h(z)

2
h(z) dz =

1

2

∫ b

0

zh(z)2 dz . (5)

T́ımto postupem se lze vyhnout jedné integraci, srov. (3) a (4).
Pro určeńı kvadratických charakteristik k těžǐstńım (centrálńım) osám rovnoběžných se

souřadnicovými osami y, z muśıme nejprve znát polohu těžǐstě T trojúhelńıku. Je obecně
známo, že v tomto př́ıpadě je těžǐstě v jedné třetině jeho výšky, tj. plat́ı

zT =
b

3
, yT =

h

3
, (6)
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viz obr. 3. Přesto si na tomto mı́stě ukažme obecný postup výpočtu polohy těžǐstě alespoň
jedné ze souřadnic, např. yT . Lineárńı moment k ose z je

Uz = AyT =

∫

A

y dA1 =

∫ h

0

yb(y)dy =

∫ h

0

y
b

h
(h− y)dy =

b

h

∫ h

0

(hy − y2)dy =
bh2

6
. (7)

y

0 z

h

b

T

zT

T
y

zT

y
T

Obr. 3

Plochu A vypočteme z definice jako

A =

∫

A

dA1 =

∫ h

0

b(y)dy =
b

h

∫ h

0

(h− y)dy =
bh

2
. (8)

V obou př́ıpadech byl uvažovám diferenciál plochy ve shodě
s obr. 2(a). Po vyjádřeńı yT ze (7) a dosazeńım za lineárńı moment
a plochu dostáváme

yT =
bh2/6

bh/2
=

h

3
.

Obdobně se vypoč́ıtá souřadnice zT pomoćı lineárńıho momentu k ose y.
Kvadratické momenty a deviačńı moment k centrálńım osám zT a yT , obr. 3, které jsou

rovnoběžné s osami z a y, vypočteme pomoćı Steinerovy věty

JzT = Jz − Ay2T =
bh3

12
−

bh

2

(
h

3

)2

=
bh3

36
, JyT = Jy − Az2T =

hb3

12
−

bh

2

(
b

3

)2

=
hb3

36
,

DzT yT = Dzy − AzTyT =
b2h2

24
−

bh

2

b

3

h

3
= −

b2h2

72
. (9)

Vezmeme-li v úvahu konkrétńı rozměry trojúhelńıku ze zadáńı, můžeme vztahy z (9)
přepsat, např. pomoćı parametru b, jako

JzT =
b(2b)3

36
=

2b4

9
, JyT =

2bb3

36
=

b4

18
, DzT yT = −

b2(2b)2

72
= −

b4

18
. (10)

Nyńı již můžeme vypoč́ıtat hlavńı centrálńı kvadratické momenty podle vztahu

Jmax/min =
JzT + JyT

2
±

√
(
JzT − JyT

2

)2

+ (DzT yT )
2 . (11)

Dosazeńım do tohoto vztahu z (10) a po úpravě dostáváme

Jmax =
5 +

√
13

36
b4

.
= 0.239b4 , Jmin =

5−
√
13

36
b4

.
= 0.039b4 . (12)

Polohu hlavńıch centrálńıch os urč́ıme pomoćı úhlu

α =
1

2
arctan

∣
∣
∣
∣

2DzT yT

JzT − JyT

∣
∣
∣
∣
=

1

2
arctan

∣
∣
∣
∣
∣

−2 b4

18
2b4

9
− b4

18

∣
∣
∣
∣
∣
=

1

2
arctan

2

3
.
= 16.8◦, (13)
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0

T zT

y
T

b

h

II

I

α

Obr. 4

DyTzT

0 J

D

zT

I

y
T

2α
II

J

J

J max

J min

zT

yT

Obr. 5

který sv́ırá osa maximálńıho kvadratického momentu I s výchoźı osou zT , (JzT > JyT ). Osa
I muśı nav́ıc s ohledem na velikost deviačńıho momentu (DzT yT < 0) procházet prvńım a
třet́ım kvadrantem, které jsou vymezeny souřadnicovými osami zT a yT . Poloha hlavńıch
centrálńıch os je potom vidět na obr. 4. Připomeňme ještě, že smysl vynášeńı úhlu
v Culmannově kružnici je shodný se smyslem vynášeńı úhlu mezi jednotlivými, navzájem
pootočenými, souřadnicovými systémy, viz obr. 4 a obr. 5.
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