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5.3 Řešené př́ıklady

Př́ıklad 1:
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Obrázek 1

U prutu kruhového pr̊uřezu o pr̊uměrech da a db,
který je zat́ıžen krout́ıćımi momenty Mk1 a Mk2

(Mk2 = 2Mk1), viz obr. 1, vypoč́ıtejte reakčńı účinek
v uložeńı prutu, vyšetřete a zakreslete rozložeńı
vnitřńıho momentu Mk, smykového napět́ı τk a
úhlu natočeńı φ, je-li dáno:
a = b = 0.5m, c = 0.25m, da = 30mm, db =
= 20mm, Mk1 = 800Nm, G = 0.8 · 105MPa.

Řešeńı:
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Obrázek 2

Jako prvńı vyšetř́ıme reakčńı účinek, který vzni-
ká ve vetknut́ı prutu. Vzhledem k tomu, že prut
je namáhán pouze krout́ıćımi momenty, jejichž
vektory lež́ı na ose prutu, vzniká ve vetknut́ı
pouze reakčńı točivý moment MA. Jeho točivý
směr volme např. v souladu s obr. 2. Velikost
vypoč́ıtáme s pomoćı momentové podmı́nky rov-
nováhy k ose prutu

MA −Mk1 −Mk2 = 0 , (1)

resp. po úpravě

MA = Mk1 +Mk2 = 3Mk1 = 2400Nm . (2)

V daľśım kroku řešeńı vyšetř́ıme rozložeńı
vnitřńıch účink̊u vznikaj́ıćıch v libovolném řezu
v d̊usledku p̊usobeńı vněǰśıho zat́ıžeńı. Vzhle-
dem k charakteru zat́ıžeńı bude v libovolném
řezu kolmém na osu prutu vznikat pouze vnitřńı
krout́ıćı moment Mk. Jeho velikost urč́ıme me-
todou řezu z podmı́nky rovnováhy mezi ńım a
vněǰśımi účinky (momenty) po jedné straně řezu.

Dı́ky tomu, že se vněǰśı zat́ıžeńı podél prutu
měńı, nebude zřejmě možné hledaný vnitřńı mo-
ment Mk popsat podél osy prutu stejnou funkćı.
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Za t́ımto účelem je vhodné rozdělit prut na př́ıslušný počet část́ı tak, aby v každé části
byl vnitřńı moment popsán jedinou funkćı. Stejná úvaha bude nutná i při vyšetřováńı
smykového napět́ı τk, kdy ale samozřejmě počet část́ı, na kterých bude napět́ı popsáno
jedinou funkćı, nemuśı obecně souhlasit s počtem část́ı v př́ıpadě krout́ıćıho momentu Mk.
V tomto př́ıpadě je při vyšetřováńı Mk a τk vhodné d́ıky proměnnému zat́ıžeńı i pr̊uřezu
prutu rozdělit prut na 3 části (část AB, BC a CD, obr. 2).

Nyńı tedy z podmı́nek rovnováhy mezi vnitřńım účinkem v daném řezu a vněǰśımi
účinky po jedné straně řezu stanov́ıme funkce M1 až M3, jež popisuj́ı vnitřńı moment
(krout́ıćı) v jednotlivých poĺıch prutu. Poloha obecného řezu, v němž budeme formulo-
vat př́ıslušné podmı́nky rovnováhy, bude přitom dána souřadnićı x, kterou v každém poli
kótujme např́ıklad z volného konce prutu, viz obr. 2.

Pole I: x ∈ ⟨0, b⟩.

Ved’me řez v obecném mı́stě x a zakresleme smysl točivého vnitřńıho momentu M1 tak,
aby jeho vektor měl směr totožný se směrem vněǰśı normály plochy řezu (viz obr. 3).
Nyńı formulujeme podmı́nku rovnováhy pro levou nebo pravou část prutu, přičemž z obou
podmı́nek muśıme źıskat stejnou funkci M1(x).

M k 2
x

MA

M k 1
1M  (x)

Obrázek 3

Podmı́nka rovnováhy na levé části prutu:

MA −Mk2 +M1(x) = 0 , (3)

resp. po úpravě

M1(x) = Mk2 −MA = 1600−2400 = −800Nm . (4)

Podmı́nka rovnováhy na pravé části prutu:

Mk1 +M1(x) = 0 (5)

a po úpravě

M1(x) = −Mk1 = −800Nm . (6)

Je zřejmé, že pomoćı obou podmı́nek rovnováhy źıskáme shodně M1(x) = −800Nm. Ana-
logickým zp̊usobem vyšetř́ıme vnitřńı momenty ve zbývaj́ıćıch dvou částech prutu.

Pole II: x ∈ ⟨b, a+ b− c⟩.

Podmı́nka rovnováhy na levé části prutu:

MA −Mk2 +M2(x) = 0 , (7)
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Obrázek 4

přičemž tato podmı́nka byla sestavena ve shodě s obr. 4.
Po vyjádřeńı vnitřńıho momentu dostáváme

M2(x) = Mk2 −MA = 1600−2400 = −800Nm . (8)

Podmı́nka rovnováhy na pravé části prutu:

Mk1 +M2(x) = 0 (9)

a po úpravě

M2(x) = −Mk1 = −800Nm . (10)

Přesto, že vnitřńı moment mohl být v částech I a II
popsán jedinou funkćı, v př́ıpadě napět́ı to již platit
nebude. Proto, čistě formálně, byl i vnitřńı moment
popsán v těchto částech samostatně.

Pole III: x ∈ ⟨a+ b− c, a+ b⟩.

M k

x
MA

1

M  (x)3

M k 2

Obrázek 5

Podmı́nka rovnováhy na levé části prutu (viz obr. 5):

MA +M3(x) = 0 (11)

a po úpravě

M3(x) = −MA = −2400Nm . (12)

Podmı́nka rovnováhy na pravé části prutu:

Mk1 +Mk2 +M3(x) = 0 (13)

a po úpravě

M3(x) = −Mk1 −Mk2 =

=−800− 1600 = −2400Nm . (14)

Výsledné rozložeńı vnitřńıho momentuMk je zakresleno na obr. 2
1. Poznamenejme ještě, že

zápis vnitřńıch moment̊u jako funkćı proměnné x, tj. M1(x) až M3(x), je v tomto př́ıpadě
pouze formálńı, nebot’, jak jsme si ověřili, vnitřńı moment je vždy na daném intervalu
roven př́ıslušné konstantě, tj. M1(x) = M1 = −800Nm, M2(x) = M2 = −800Nm a
M3(x) = M3 = −2400Nm.

1Upozorňujeme, že jednodušš́ı alternativa řešeńı je zvolit postup od volného konce prutu a vyj́ıt z obecné
definice vnitřńıch silových účink̊u, kdy tento účinek se rovná součtu odpov́ıdaj́ıćıch silových účink̊u po jedné
straně řezu.
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V následuj́ıćım kroku stanov́ıme velikosti smykového napět́ı τk v jednotlivých částech
prutu. Toto napět́ı je stanoveno vždy na největš́ım poloměru prutu, kde je jeho hodnota
v rámci řezu také největš́ı.

Pole I: x ∈ ⟨0, b⟩

τk1(x) =
M1(x)

Wkb

=
16M1

πd3b
=

16 · (−800)

π · 0.023
.
= −509MPa . (15)

Pole II: x ∈ ⟨b, a+ b− c⟩

τk2(x) =
M2(x)

Wka

=
16M2

πd3a
=

16 · (−800)

π · 0.033
.
= −150MPa . (16)

Pole III: x ∈ ⟨a+ b− c, a+ b⟩

τk3(x) =
M3(x)

Wka

=
16M3

πd3a
=

16 · (−2400)

π · 0.033
.
= −453MPa . (17)

Rozložeńı napět́ı τk je opět zakresleno do obr. 2. Poznamenejme ještě, že znaménko smy-
kového napět́ı pozbývá z hlediska pevnosti materiálu smyslu, pouze nám umožňuje uvědomit
si, v jakém smyslu je prut okolo své osy kroucen. Proto v př́ıpadech, kde potřebujeme apli-
kovat pevnostńı podmı́nku, pracujeme pouze s velikost́ı tohoto napět́ı. V našem př́ıkladě
bychom tedy stanovili velikost maximálńıho smykového napět́ı (napět́ı v krutu) jako

τkmax = max
i

{|τki|} pro i = 1, 2, 3 . (18)

Na závěr řešeńı vyšetř́ıme úhel natočeńı podél prutu. Charakter úhlu natočeńı podél
osy prutu stanov́ıme pomoćı určeńı natočeńı prutu v charakteristických řezech označených
body A,B,C a D. Vzhledem k tomu, že mezi těmito řezy je vnitřńı krout́ıćı moment
konstantńı (viz vyšetřeńı moment̊u M1 až M3) a prut má konstantńı pr̊uřez i mechanické
vlastnosti, bude zkrut mezi těmito body konstantńı a tud́ıž bude zkrouceńı mezi těmito
body rozloženo lineárně. Pro velikosti zkrutu v jednotlivých intervalech můžeme psát

Pole I: x ∈ ⟨0, b⟩

ϑ1 =
M1(x)

JpbG
=

32M1

πd4bG
=

32 · (−800)

π · 0.024 · 0.8 · 1011
.
= −0.6366 rad m−1 . (19)

Pole II: x ∈ ⟨b, a+ b− c⟩

ϑ2 =
M2(x)

JpaG
=

32M2

πd4aG
=

32 · (−800)

π · 0.034 · 0.8 · 1011
.
= −0.1256 rad m−1 . (20)

Pole III: x ∈ ⟨a+ b− c, a+ b⟩

ϑ3 =
M3(x)

JpaG
=

32M3

πd4aG
=

32 · (−2400)

π · 0.034 · 0.8 · 1011
.
= −0.3772 rad m−1 . (21)
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Dále je zřejmé, že natočeńı v řezu s bodem A, tj. ve vetknut́ı, je φA = 0. Úhel natočeńı
(zkrouceńı) φB v řezu s bodem B urč́ıme jako úhel natočeńı části AB (úhel zkrouceńı
intervalu III), tj.

φB = ϑ3c = −0.3772 · 0.25 = −0.0943 rad
.
= −5.40 ◦. (22)

Úhel natočeńı v řezu s bodem C urč́ıme jako součet úhlu natočeńı φB a úhel natočeńı části
BC (úhel zkrouceńı intervalu II). Velikost úhlu je

φC = φB + ϑ2(a− c) = −0.0943− 0.1256 · 0.25 = −0.1257 rad
.
= −7.20 ◦. (23)

Nakonec vypočteme úhel natočeńı v řezu s bodem D (celkové zkrouceńı prutu) jako součet
úhlu natočeńı φC a úhel natočeńı části CD (úhel zkrouceńı intervalu I)

φD = φC + ϑ1b = −0.1257− 0.6366 · 0.5 = −0.444 rad
.
= −25.44 ◦. (24)

Výsledné rozložeńı úhlu natočeńı φ je znázorněno na obr. 2. Ještě podotkněme, že na
znaménko úhlu natočeńı pohĺıž́ıme obdobně, jako v př́ıpadě smykového napět́ı. Znaménko
nám v tomto př́ıpadě napov́ıdá, že celý prut je zkrucován levotočivě. V př́ıpadě tuhostńı
podmı́nky bychom pak hledali maximálńı zkrut analogicky jako maximálńı napět́ı v (18)

ϑmax = max
i

{|ϑi|} pro i = 1, 2, 3 . (25)

Př́ıklad 2:

Ocelový hř́ıdel přenáš́ı výkon P = 59 kW při otáčkách 250min−1. Vypočtěte pr̊uměr hř́ıdele
d, nemá-li být překročena hodnota dovoleného napět́ı τD = 40MPa a maximálńıho zkrutu
ϑD = 0.5 ◦/m. Modul pružnosti ocele ve smyku uvažujte G = 0.8 · 105 MPa.

Řešeńı: V prvńım kroku výpočtu stanovme velikost krout́ıćıho momentu, který ocelový
hř́ıdel přenáš́ı. Jeho velikost urč́ıme z výkonu P a úhlové rychlosti ω jako

Mk =
P

ω
=

P

2πn
=

59 · 103 · 60
2 · π · 250

.
= 2254Nm . (1)

Krout́ıćı moment, který přenáš́ı hř́ıdel, muśı být v rovnováze s vnitřńımi momenty p̊usob́ıćımi
v jednotlivých řezech kolmých na osu hř́ıdele. Metodou řezu snadno zjist́ıme, že tyto vnitřńı
momenty jsou rovny krout́ıćımu momentu Mk.

Hledaný pr̊uměr hř́ıdele d muśı, v souladu se zadáńım, vyhovovat současně dvěma
podmı́nkám, tj. podmı́nce

• pevnosti

τD ≥ Mk

Wk

, (2)
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• tuhosti

ϑD ≥ Mk

GJp
, (3)

přičemž poměry
Mk

Wk

a
Mk

GJp

jsou podém celé délky osy hř́ıdele neměnné. Ze vztah̊u (2) a (3) nyńı vyjádřeme a dopočtěme
velikost pr̊uměru hř́ıdele. Po úpravě dostáváme dle podmı́nky

• pevnosti

d ≥ 3

√
16Mk

πτD
=

3

√
16 · 2254
π · 40 · 106

= 0.0659m
.
= 66mm , (4)

• tuhosti

d ≥ 4

√
32Mk

πϑDG
=

4

√
180 · 32 · 2254

π2 · 0.5 · 0.8 · 1011
= 0.0757m

.
= 76mm . (5)

Pr̊uměr ocelového hř́ıdele muśı tedy být větš́ı nebo roven 76mm.

Př́ıklad 3:

Navrhněte pr̊uměry dutého hř́ıdele D a d (d/D = 0.8), má-li při otáčkách n = 100min−1

přenášet výkon P = 176.5 kW. Dovolené napět́ı v krutu uvažujte τD = 21MPa.

Řešeńı: Zatěžuj́ıćı krout́ıćı moment vypočteme jako

Mk =
P

2πn
.
= 9550

P [kW]

n
[
min−1

] = 9550
176.5

100
.
= 16856Nm . (1)

Přenášený krout́ıćı moment Mk muśı být v rovnováze s vnitřńım krout́ıćım momentem.
Z této úvahy ale vyplývá, že jejich velikost je stejná. Na vněǰśım poloměru hř́ıdele pak
vzniká maxinálńı smykové napět́ı, jehož velikost má být maximálně rovna napět́ı τD. Před
uplatněńım této pevnostńı podmı́nky upravme ještě pr̊uřezový modul v krutu

Wk =
2

D

[ π

32

(
D4 − d4

)]
=

π

16
D3

[
1−

(
d

D

)4
]
=

π

16
D3

(
1− 0.84

)
= 0.0369πD3 . (2)

Vyjádř́ıme-li nyńı z pevnostńı podmı́nky pr̊uměr hř́ıdele D, dostáváme

D = 3

√
Mk

0.0369 πτD
=

3

√
16856

0.0369 · π · 21 · 106
.
= 0.191m . (3)

S ohledem na provedený výpočet byl navržen vněǰśı pr̊uměr hř́ıdele D = 195mm a následně
dopočten vnitřńı pr̊uměr d = 156mm.
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Př́ıklad 4:

Prut o pr̊uměru d = 10mm a délce l = 1.5m přenáš́ı krout́ıćı moment Mk = 10Nm. Jaké
je maximálńı smykové napět́ı a úhel natočeńı? Jaké je napět́ı ve vzdálenosti ρ = 4mm od
osy prutu? Při řešeńı uvažujte, že modul pružnosti v tahu E je roven 2.08 · 105MPa a že
Poissonova konstanta µ = 0.3.

Řešeńı: Ze zadáńı vyplývá, že vněǰśı účinky p̊usob́ı na prut na jeho konćıch. Provedeme-li
pak metodu řezu, snadno zjist́ıme, že vnitřńı krout́ıćı moment je velikost́ı roven zatěžuj́ıćımu
momentu Mk.

Největš́ı napět́ı při tomto zp̊usobu namáháńı vzniká na vněǰśım poloměru kruhového
prutu a jeho velikost vypočteme pomoćı vnitřńıho krout́ıćı momentu p̊usob́ıćıho v daném
řezu a tzv. modulu pr̊uřezu v krutu, tj.

τk =
Mk

Wk

=
16Mk

πd3
=

16 · 10 · 103

π · 103
= 50.94Nmm−2 .

= 51MPa . (1)

Napět́ı na obecném poloměru lze pak vypoč́ıtat bud’ pomoćı jednoduché úvahy vycházej́ıćı
z toho, že napět́ı se měńı lineárně z nulové hodnoty na ose prutu až do hodnoty τk na
vněǰśım poloměru,

τ (ρ) = τk
2ρ

d
= 51

2 · 4
10

= 40.8MPa
.
= 41MPa , (2)

nebo pomoćı vztahu popisuj́ıćıho rozložeńı napět́ı po pr̊uřezu prutu, viz ńıže. Vzhledem
k tomu, že je dále poč́ıtán i úhel natočeńı, je výhodné předně vyč́ıslit polárńı moment
setrvačnosti

Jp =
πd4

32
=

π · 104

32
= 981.7mm4 . (3)

Napět́ı na obecném poloměru je tedy

τ (ρ) =
Mk

Jp
ρ =

10 · 103

981.7
4

.
= 41MPa . (4)

Z (2) a (4) vid́ıme shodu mezi výsledky obou postup̊u.
S ohledem na konstantńı vnitřńı krout́ıćı moment a konstantńı pr̊uřez prutu a s ohledem

na jeho homogenńı mechanické vlastnosti je velikost zkrutu ϑ podél celého prutu stejná.
Uvědomı́me-li si, že pro modul pružnosti ve smyku plat́ı

G =
E

2 (1 + µ)
=

2.08 · 105

2 (1 + 0.3)
= 0.8 · 105 MPa , (5)

můžeme pak vzhledem ke konstantńımu ϑ psát pro vzájemný úhel natočeńı obou čel prutu

φ = ϑl =
Mkl

GJp

=
10 · 103 · 1.5 · 103

0.8 · 105 · 981.7
= 0.19 rad

.
= 10.89 ◦ . (6)
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Př́ıklad 5:

Určete potřebnou délku koutových svar̊u pro př́ıpad na obrázku, je-li dáno: F = 5 · 104N,
a = 15mm, τDs = 30MPa.
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l a

aFF 1

Obrázek 1

Řešeńı: Z obrázku vyplývá, že svarový spoj je namáhán silou, která p̊usob́ı rovnoběžně
(tečně) s nosnou plochou svar̊u. Budeme-li předpokládat, že oba koutové svary přenesou
stejné zat́ıžeńı, je tečná śıla p̊usob́ıćı na jeden z nich

T = 0.5F . (1)

Hodnotu napět́ı, kterou vypočteme, stanovme jako intenzitu napět́ı, tj. jako hodnotu
středńıho napět́ı. Idealizujeme-li tvar koutového svaru podle obr. 1, lze nejmenš́ı nosný
pr̊uřez jednoho ze svar̊u stanovit podle vztahu

A = a1l =
al√
2

.
= 0.71al (2)

a následně také velikost smykového napět́ı

τ =
T

A
=

√
2F

2al
. (3)

Dosazeńım do pevnostńı podmı́nky
τDs ≥ τ (4)

z (2) a (3) a jej́ı úpravou dostáváme

l ≥
√
2F

2aτDs

= 0.71 · 5 · 10
4

15 · 30
.
= 79mm . (5)

Pro splněńı pevnostńı podmı́nky doporučujeme, aby délka svaru byla volena 80mm.
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