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Autori: F. Planicka, M. Zajicek, V. Addmek

5.3 Resené piiklady

Priiklad 1:
U prutu kruhového prufezu o prumeérech d, a dy, a b
ktery je zatizen krouticimi momenty My, a My, c /M
(M, = 2My, ), viz obr. 1, vypocitejte reakéni i¢inek k2 M,
v ulozeni prutu, vysSetiete a zakreslete rozlozeni
Ynltrnlho Vmo/men'tu .M’f’ smykového napéti 7, a 77% o - B _IC__, do|-- D
uhlu natoceni ¢, je-li dano:
a =0b=05m, c=02m,d, = 30mm, d, =
= 20mm, My, = 800 Nm, G = 0.8 - 10° MPa. J
Resen: Obrézek 1
M a b Jako prvni vySetfime reakéni ucinek, ktery vzni-
1 c 7 M, 7 ka ve vetknuti prutu. Vzhledem k tomu, ze prut
2
X M, je namahan pouze krouticimi momenty, jejichz
vektory lezi na ose prutu, vznikd ve vetknuti
,,fA, 777777777 LS (S I D pouze reakcni tocivy moment My. Jeho tocivy
smér volme napft. v souladu s obr. 2. Velikost
vypocitame s pomoci momentové podminky rov-
/ e
., J novahy k ose prutu
R RiE=EER M M =M =0,
M ~800 resp. po Upraveé
[Nm] ‘ p.- PO up
—-2400 My = My, + My, = 3M, = 2400 Nm . (2)
. @‘ V dalsim kroku feseni vySetfime rozlozeni
[MPka] -150 vnittnich u¢inku vznikajicich v libovolném fezu
v dusledku pusobeni vnéjsiho zatizeni. Vzhle-
—_453 dem k charakteru zatizeni bude v libovolném
-509 fezu kolmém na osu prutu vznikat pouze vnitini
kroutici moment M,. Jeho velikost uréime me-
todou fezu z podminky rovnovahy mezi nim a
vnéjsimi ucinky (momenty) po jedné strané rezu.

—-0.444

Obrézek 2

Diky tomu, ze se vnéjsi zatizeni podél prutu
meéni, nebude zfejmé mozné hledany vnitini mo-
ment M; popsat podél osy prutu stejnou funkei.
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Za timto ucelem je vhodné rozdélit prut na prislusny pocet casti tak, aby v kazdé casti
byl vnitfni moment popsan jedinou funkci. Stejnd tvaha bude nutna i pfi vySetfovani
smykového napéti 7, kdy ale samoziejmé pocet ¢asti, na kterych bude napéti popsano
jedinou funkci, nemusi obecné souhlasit s poc¢tem ¢asti v pripadé kroutictho momentu My.
V tomto pripadé je pri vySetfovani My a 7, vhodné diky proménnému zatizeni i prurezu
prutu rozdélit prut na 3 ¢asti (¢ast AB, BC' a CD, obr. 2).

Nyni tedy z podminek rovnovahy mezi vnitinim ucéinkem v daném fezu a vnéjsimi
ucinky po jedné strané tezu stanovime funkce M, az M3, jez popisuji vnitini moment
(kroutici) v jednotlivych polich prutu. Poloha obecného fezu, v némz budeme formulo-
vat prislusné podminky rovnovahy, bude pfitom dana soutadnici z, kterou v kazdém poli
kétujme naptiklad z volného konce prutu, viz obr. 2.

Pole I: z € (0,0).

Ved'me fez v obecném misté z a zakresleme smysl toc¢ivého vnitintho momentu M; tak,
aby jeho vektor mél smeér totozny se smérem vnéjsi normaly plochy tezu (viz obr. 3).
Nyni formulujeme podminku rovnovahy pro levou nebo pravou ¢ast prutu, pricemz z obou
podminek musime ziskat stejnou funkei M, (z).

Podminka rovnovahy na levé ¢asti prutu:

/ Ma / M.,
/] X My — My, + My(z) =0, (3)
. SO U I , resp. po uprave
" % M, M;(x) = My, — M4 = 1600 — 2400 = —800 Nm . (4)
/! / ® Podminka rovnovahy na pravé ¢asti prutu:

My, + Mi(z) =0 (5)
/ a po uprave
Obrazek 3 My(z) = =M}, = —800 Nm. (6)
Je zfejmé, ze pomoci obou podminek rovnovahy ziskame shodné M;(z) = —800 Nm. Ana-

logickym zpusobem vySetiime vnitini momenty ve zbyvajicich dvou ¢dstech prutu.
Pole II: z € (b,a+ b — ¢).

Podminka rovnovahy na levé ¢asti prutu:

My — My, + My(z) =0, (7)
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pricemz tato podminka byla sestavena ve shodé s obr. 4.
AL 7 J Po vyjadieni vnitinitho momentu dostavame

My(z) = My, — M4 = 1600 — 2400 = —800 Nm . (8)

Podminka rovnovahy na pravé ¢asti prutu:

My, + My(z) =0 9)

/M,

k2 a po uprave

My(x) = —Mj, = —800 Nm. (10)

Ptesto, Ze vnitini moment mohl byt v ¢astech I a I1
popsan jedinou funkci, v pripadé napéti to jiz platit
/ J nebude. Proto, ¢isté formalné, byl i vnitini moment
Obrizek 4 popsan v téchto ¢astech samostatneé.

Pole III: z € (a +b—c,a+b).

/M ; Podminka rovnovahy na levé ¢asti prutu (viz obr. 5):
X
11 a po Upravée
] %M ) My(z) = —M, = —2400 Nm. (12)
/My /M ks . ( L es s )
2 Podminka rovnovahy na pravé ¢asti prutu:
a po uprave
/ / M3($) = =My, — My, =
Obrazek 5 =—800 — 1600 = —2400Nm .  (14)

Vysledné rozloZeni vnitinfho momentu M), je zakresleno na obr. 2 1. Poznamenejme jesté, ze
z&pis vnitinich momentu jako funkei proménné x, tj. Mi(x) az Ms(z), je v tomto piipadé
pouze formdlni, nebot, jak jsme si ovéfili, vnitini moment je vzdy na daném intervalu
roven prislusné konstanté, tj. Mi(x) = M; = —800Nm, Msy(x) = My = —800Nm a
M;(z) = M3 = —2400 Nm.

'Upozoriiujeme, ze jednodussi alternativa feeni je zvolit postup od volného konce prutu a vyjit z obecné
definice vnitinich silovych ti¢inku, kdy tento iéinek se rovna souc¢tu odpovidajicich silovych téinku po jedné
strané rezu.
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V nésledujicim kroku stanovime velikosti smykového napéti 7, v jednotlivych ¢astech
prutu. Toto napéti je stanoveno vzdy na nejvétsim polomeéru prutu, kde je jeho hodnota
v ramci fezu také nejveétsi.

Pole I: x € (0,b)

_ My(z) _ 16M; _ 16-(—800)

i () = W, de  7-0.023 = —509MPa. (15)

b
Pole II: z € (b,a+b—c¢)

My(z) 16M,  16-(—800) .
Thy () = W ad  a 00F = —150 MPa. (16)

Pole III: z € (a+b—c,a+b)

_ _ _ = 453 MPa. 1
Ty () W,  nd 7 0.03 53 MPa (17)

Rozlozeni napéti 74 je opét zakresleno do obr. 2. Poznamenejme jesté, ze znaménko smy-
kového napéti pozbyva z hlediska pevnosti materialu smyslu, pouze nam umoznuje uvédomit
si, v jakém smyslu je prut okolo své osy kroucen. Proto v piipadech, kde potiebujeme apli-
kovat pevnostni podminku, pracujeme pouze s velikosti tohoto napéti. V nasem ptikladé
bychom tedy stanovili velikost maximalniho smykového napéti (napéti v krutu) jako

Thyay = m?XﬂTki } pro i=1,2,3. (18)
Na zaveér feseni vysSetiime tihel natoceni podél prutu. Charakter tthlu natoceni podél
osy prutu stanovime pomoci uréeni natoc¢eni prutu v charakteristickych fezech oznacenych
body A, B,C a D. Vzhledem k tomu, ze mezi témito fezy je vnitini kroutici moment
konstantni (viz vySetfeni momentu M; az M3) a prut mé konstantni prutez i mechanické
vlastnosti, bude zkrut mezi témito body konstantni a tudiz bude zkrouceni mezi témito
body rozlozeno linearné. Pro velikosti zkrutu v jednotlivych intervalech muzeme psat

Pole I: z € (0,b)

M (x)  32M, 32 - (—800) ‘ »
= - = = 0. dm'. 1
1 J,G deG 00208101 0.6366 rad m (19)
Pole I1: x € (b,a+b—c¢)
My(xz)  32Ms 32 - (—800) ‘ »
V2 = - - = —0.12 d . 2
? J,G wdiG  w-0.03*-0.8- 10! 0.1256 rad m (20)
Pole III: z € (a+b—c,a + b)
M. 2M. 2. (—24
9y = s(w) _32Ms _ 32-(=2400) . oo o1 21)

J,,G — wdiG w-0.03*-0.8- 10

4
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Dale je ztejmé, Ze natoceni v fezu s bodem A, tj. ve vetknuti, je p4 = 0. Uhel natocenf
(zkrouceni) ¢p v fezu s bodem B urc¢ime jako thel natoceni ¢dsti AB (ihel zkrouceni
intervalu I11), t;.

pp = v3c=—0.3772-0.25 = —0.0943 rad = —5.40°. (22)

Uhel natoéeni v fezu s bodem C uréime jako soucet ihlu natoceni g a hel natoceni ¢asti
BC' (thel zkrouceni intervalu II). Velikost thlu je

wc = ¢p+ U2(a —c) = —0.0943 — 0.1256 - 0.25 = —0.1257rad = —7.20°.  (23)

Nakonec vypocteme 1ihel natoceni v fezu s bodem D (celkové zkrouceni prutu) jako soucet
thlu natoceni p¢ a thel natoceni ¢asti C'D (thel zkrouceni intervalu I)

oD = ¢c + b = —0.1257 — 0.6366 - 0.5 = —0.444rad = —25.44°. (24)

Vysledné rozlozeni uhlu natoceni ¢ je zndzornéno na obr. 2. Jesté podotknéme, Ze na
znaménko thlu natoceni pohlizime obdobné, jako v ptipadé smykového napéti. Znaménko
nam v tomto piipadé napovidd, ze cely prut je zkrucovan levotocivé. V piipadé tuhostni
podminky bychom pak hledali maximalni zkrut analogicky jako maximélni napéti v (18)

Vmae = max {|¥;] } pro i=1,2,3. (25)

Priklad 2:

Ocelovy hifdel piendsi vykon P = 59 kW pii otackach 250 min~!. Vypoététe prumér hifdele
d, nema-li byt prekrocena hodnota dovoleného napéti 7p = 40 MPa a maximalniho zkrutu
Yp = 0.5°/m. Modul pruznosti ocele ve smyku uvazujte G = 0.8 - 10° MPa.

Reseni: V prvnim kroku vypocétu stanovme velikost kroutictho momentu, ktery ocelovy
hiidel prenasi. Jeho velikost uréime z vykonu P a thlové rychlosti w jako
P P 59-10°-60

My=— =5~ ="~ =2254Nm. (1)

Kroutici moment, ktery prenasi hiidel, musi byt v rovnovaze s vnitinimi momenty pusobicimi
v jednotlivych fezech kolmych na osu hiidele. Metodou fezu snadno zjistime, ze tyto vnitini
momenty jsou roviny krouticimu momentu Mj.

Hledany prumér hiidele d musi, v souladu se zadanim, vyhovovat soucasné dvéma
podminkam, tj. podmince

e pevnosti

> = 2
TD_Wka ()



KRUT A STRIH
Autori: F. Planicka, M. Zajicek, V. Addmek

e tuhosti Iy
Ip > — 3
P=au, )
pricemz pomeéry
M, M;,
—_— a —_—
Wi GJ,

jsou podém celé délky osy hiidele neménné. Ze vztaht (2) a (3) nyni vyjadieme a dopoctéme
velikost pruméru hiidele. Po tpravé dostavame dle podminky

e pevnosti
1607, 16 - 2254
d> 3 :{’/ — 0.0659m = 66 4
—\/WD 740 - 100 o mm, (4)
e tuhosti
30M, ./ 180-32-2254 ,

4> 4 :\/ — 0.0757m = 76 mm. 5
= \/wﬁDG 72-05-08 1010 m i (5)

Prameér ocelového hiidele musi tedy byt vétsi nebo roven 76 mm.

Priklad 3:

Navrhnéte prumeéry dutého hifdele D a d (d/D = 0.8), ma-li pii otdckdch n = 100 min~*
prenéset vykon P = 176.5 kW. Dovolené napéti v krutu uvazujte 7p = 21 MPa.

Reseni: Zatézujici kroutici moment vypocteme jako

P P kW] 176.5
M;, = — = 9550 ——= = 9550 —— = 16856 Nm . 1
F 2mn n [min_l} 100 m (1)

Ptenédseny kroutici moment M) musi byt v rovnovaze s vnitinim krouticim momentem.
Z této tvahy ale vyplyva, ze jejich velikost je stejna. Na vnéjsim poloméru hiidele pak
vznikd maxinalni smykové napéti, jehoz velikost ma byt maximalné rovna napéti 7p. Pred
uplatnénim této pevnostni podminky upravme jesté prurezovy modul v krutu

_214—4—13_14_13_4_ 3

Vyjadiime-li nyni z pevnostni podminky prumér hiidele D, dostavame

M, f/ 16856 .
D=y = = 0.191m. 3
0.0369 77p 0.0369 - 7 - 21 - 106 m (3)

S ohledem na provedeny vypocet byl navrzen vnéjsi prumeér hiidele D = 195 mm a nésledné
dopocten vnitini prumeér d = 156 mm.
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Priklad 4:

Prut o pruméru d = 10mm a délce [ = 1.5m prenasi kroutici moment My = 10 Nm. Jaké
je maximalni smykové napéti a ithel natoc¢eni? Jaké je napéti ve vzdalenosti p = 4 mm od
osy prutu? Pii feseni uvazujte, Ze modul pruznosti v tahu E je roven 2.08 - 10> MPa a Ze
Poissonova konstanta p = 0.3.

Reseni: Ze zadani vyplyvé, ze vnéjsi déinky pusobi na prut na jeho koncich. Provedeme-li
pak metodu fezu, snadno zjistime, ze vnitini kroutici moment je velikosti roven zatézujicimu
momentu M.

Nejvétsi napéti pri tomto zptusobu namahéni vznika na vnéjsim poloméru kruhového
prutu a jeho velikost vypocteme pomoci vnitiniho kroutici momentu pusobiciho v daném
fezu a tzv. modulu prutezu v krutu, tj.

My 16M,  16-10-10°
W, wmd® w103

i = 50.94 Nmm~? = 51 MPa. (1)
Napéti na obecném poloméru lze pak vypocitat bud pomoci jednoduché tivahy vychézejici
z toho, Ze napéti se méni linearné z nulové hodnoty na ose prutu az do hodnoty 7, na
vnéjsim polomeéru,

2 2-4

7(p) = 7 22 = 51 =~ = 40.8 MPa = 41 MPa, 2)

d 10
nebo pomoci vztahu popisujictho rozlozeni napéti po prufezu prutu, viz nize. Vzhledem
k tomu, ze je dale poc¢itan i uhel natoceni, je vyhodné predné vycislit polarni moment
setrvacnosti

rd* 710 4
Napéti na obecném polomeéru je tedy
M, 10 - 103
= —p= 4 = 41 MPa. 4
A e S ° 4)

Z (2) a (4) vidime shodu mezi vysledky obou postupu.

S ohledem na konstantni vnitini kroutici moment a konstantni prufez prutu a s ohledem
na jeho homogenni mechanické vlastnosti je velikost zkrutu 9 podél celého prutu stejna.
Uvédomime-li si, ze pro modul pruznosti ve smyku plati

E 2.08 - 10°
G = - =0.8-10° MP 5
2(1+p) 2(1+03) o (5)

muzeme pak vzhledem ke konstantnimu ¢ psat pro vzajemny thel natoceni obou ¢el prutu

Ml 10-10°-1.5-10°
GJ,  0.8-10°-981.7

o =9l =0.19rad = 10.89°. (6)
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Priklad 5:

Uréete potiebnou délku koutovych svarti pro pifpad na obrazku, je-li ddno: F' =5 - 10* N,

a = 15mm, 7p, = 30 MPa.

Obrézek 1

Reseni: Z obrazku vyplyvé, Ze svarovy spoj je naméhén silou, kterd ptisobi rovnobézné
(tetné) s nosnou plochou svarti. Budeme-li predpokladat, ze oba koutové svary prenesou

stejné zatizeni, je tec¢nd sila pusobici na jeden z nich

T =0.5F.

(1)

Hodnotu napéti, kterou vypocteme, stanovme jako intenzitu napéti, tj. jako hodnotu
stfedniho napéti. Idealizujeme-li tvar koutového svaru podle obr. 1, lze nejmensi nosny

prufez jednoho ze svaru stanovit podle vztahu

l
A=al =" =071al

N

a nasledné také velikost smykového napéti

T V2F
T=—= .
A 2al
Dosazenim do pevnostni podminky
TDs Z T
z (2) a (3) a jeji ipravou dostavime
V2F 5-10*
> =0.71- =179 .
= 2a7p, 5.0 o

Pro splnéni pevnostni podminky doporucujeme, aby délka svaru byla volena 80 mm.

(2)



