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Vyšetřováńı rovnováhy tělesa v rovině

Metoda fyzikálńı iterace a stanoveńı účinnosti
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Př́ıklad: Kolo na hř́ıdeli je (jako jedno těleso)
uloženo reálnou rotačńı vazbou k rámu. Na
hř́ıdel poloměru r1 se nav́ıj́ı lano, ke kterému
je připojeno břemeno t́ıhy Q. Na kolo po-
loměru r2 je navinuto lano, prostřednictv́ım
něhož chceme silou F p̊usob́ıćı pod úhlem β

(obecně je β 6= 0) břemeno rovnoměrně zvedat,
eventuálně spouštět. Určete velikost śıly F1 pro
spouštěńı a F2 pro zvedáńı, je-li třećı poloměr
rotačńı vazby ρ. T́ıhu kola s hř́ıdelem zanedbejte.

Dáno: r1 =0,2m; r2 =0,4m; G =100N, β = 30o,
ρ =0,01m

Řešeńı: Úlohu budeme řešit analyticky, využit́ım metody uvolňováńı. Uvolněńım kola s
hř́ıdelem od rotačńı vazby k rámu připoj́ıme reakci ~R touto vazbou přenášenou, kterou
rozlož́ıme na vodorovnou složku Rx a svislou složku Ry. Smysly těchto složek lze libovolně
volit. Voĺıme je tedy vlevo (Rx) a vzh̊uru (Ry). Proti pohybu potom p̊usob́ı moment čepového
třeńı o velikosti
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Silové účinky p̊usob́ıćı na uvolněné
těleso jsou znázorněny na obrázku.
Jedná se o rovinnou soustavu silových
účink̊u, pro kterou ṕı̌seme tři podmı́nky
rovnováhy, z nichž alespoň jedna muśı
být momentová. Složkové podmı́nky do
vodorovného směru (x), svislého směru
(y) a momentová podmı́nka ke středu
kola S maj́ı tvar

x : Rx − F sin β = 0 (1)

y : Ry − G − F cos β = 0 (2)

S : Gr1 − Fr2 ∓ ρ
√
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Rovnice (1), (2) a (3) tvoř́ı soustavu rovnic pro neznámé F, Rx, Ry. Horńı znaménko ve
třet́ım sč́ıtanci (3) plat́ı pro spouštěńı a spodńı pro zvedáńı břemene. Vzhledem k neznámým
Rx a Ry nacházej́ıcim se v kvadrátu jako argument odmocniny se jedná o soustavu obecně ne-

lineárńı. Jej́ı řešeńı se provád́ı metodou postupných lineárńıch aproximaćı tvaru R
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2 ), i = 1, . . . , které v limitě pro i → ∞ dávaj́ı přesné řešeńı soustavy. Tuto metodu

nazýváme metoda fyzikálńı iterace. Jej́ı princip spoč́ıvá v převedeńı nelineárńıho členu
na pravou stranu rovnice, kde jej vyč́ısĺıme v iteraci o jedničku nižš́ıho pořad́ı. Nultou iteraci
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2 ) vyč́ısĺıme při zanedbáńı třeńı (tedy nelineárńıho členu rovnice).

Pro tuto iteraci plat́ı soustava
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Každou daľśı iteraci R
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Pro zadané č́ıselné hodnoty má nultá iterace podle (4) tvar
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Soustava (5) pro i = 1 a pro př́ıpad spouštěńı břemene (horńı znaménko na pravé straně) je
potom tvaru
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Řešeńım této soustavy je
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Soustava (5) pro spouštěńı břemene a pro i = 2 je tvaru
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Jej́ım řešeńım je

F
(2)
1 = 49, 637N ; R(2)
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Analogicky řeš́ıme daľśı iterace, jakož i iterace pro rovnoměrné zvedáńı břemene (spodńı
znaménko na pravé straně v (5)). Výsledky jsou uvedeny v následuj́ıćı tabulce



Zvedáńı [N] Spouštěńı [N]

i F
(i)
2 R
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x R
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y F
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1 R

(i)
x R
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y

0 50 25 145 50 25 145
1 50,368 25,184 143,62 49,632 24,816 142,98
2 50,365 25,182 143,62 49,637 24,819 142,99
3 50,365 25,182 143,62 49,637 24,819 142,99

Z tabulky je patrno, že proces v obou př́ıpadech velmi rychle konvergoval. Již po třech
iteraćıch jej lze ukončit. Obecně se proces ukončuje např. při splněńı podmı́nky
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pro vhodně zvolenou relativńı chybu ε (nejčastěji v rozmeźı 10−5 až 10−3).
Poznámka: Z výrazu (5) plyne, že poměr F

G
záviśı pouze poměru ρ

r1

,jenž zohledňuje

mı́ru velikosti třećıho účinku, dále na poměru r1

r2

a na úhlu β sklonu nositelky śıly ~F od
svislice. Bylo zpracováno programové vybaveńı, prostřednictv́ım kterého lze závislosti na β

a na poměru ρ

r1

znázornit. Jsou uvedeny na obrázku ńıže.
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Poznámka: Soustavu rovnic lze rovněž řešit př́ımou dosazovaćı metodou. Dosazeńım (1)
a (2) do (3) źıskáme jedinou transcendentńı rovnici pro neznámou F ve tvaru

Gr1 − Fr2 = ±ρ

√

F 2 sin2 β + (G + F cos β)2

Jediný možný postup řešeńı této rovnice se uskutečńı pomoćı umocněńı a následného řešeńı
vzniklé kvadratické rovnice. Zmı́něná cesta však skrývá dvě úskaĺı. Jednak se umocněńım
st́ırá rozd́ılnost př́ıpad̊u zvedáńı a spouštěńı břemene a na druhé straně umocněńı, jako
neekvivalentńı úprava, ”přidává” p̊uvodńı rovnici jedno fyzikálně neopodstatněné řešeńı.



Diskuse správnosti źıskaných výsledk̊u touto cestou by byla značně složitá. Proto se ve všech
př́ıpadech zahrnováńı třećıch účink̊u v rotačńıch vazbách použ́ıvá pouze popsaná metoda
fyzikálńı iterace. Připomı́náme rovněž, že moment čepového třeńı je jediným třećım účinkem,
jenž soustavu rovnic čińı na každém intervalu zat́ıžeńı nelineárńı. Ostatńı třećı účinky vnášej́ı
do soustav rovnic nelinearitu pouze vlivem změny smyslu pohybu.

Zcela jiná (a podstatně jednodušš́ı) situace nastane pro př́ıpad β = 0, tedy když silou ~F

taháme rovněž ve svislém směru. Soustava rovnic (1), (2) a (3) má potom tvar

Rx = 0 (6)

Ry = F + G (7)

Gr1 = Fr2 ± ρRy (8)

Stač́ı tedy řešit soustavu (7), (8) pro neznámé Ry a F , která je lineárńı. Dosazeńım (7) do
(8) vzniká

Gr1 = Fr2 ± ρ(F + G)

odkud

G(r1 ∓ ρ) = F (r2 ± ρ) ⇔ F1,2 = G
r1 ∓ ρ

r2 ± ρ
(9)

Horńı znaménka se týkaj́ı spouštěńı (śıla F1) a spodńı zvedáńı (śıla F2) břemene. Dosazeńım
č́ıselných hodnot dostáváme

F1 = 100 · 0, 2 − 0, 01

0, 4 + 0, 01
= 100 · 0, 19

0, 41
= 46, 34N

F2 = 100 · 0, 2 + 0, 01

0, 4 − 0, 01
= 100 · 0, 21

0, 39
= 53, 85N

Ideálńı př́ıpad bez třeńı (tedy pro ρ = 0) dává F = G r1

r2

=50N.

Stanoveńı účinnosti tohoto stroje
Abychom mohli hovořit o účinnosti jednoduchého stroje, je třeba ještě odvodit kinematické
závislosti. Necht’ kolo s hř́ıdelem se (jako jediné těleso) natoč́ı o úhel ϕ. Pak lano na straně
břemene změńı svoji délku o s1 = r1ϕ a na straně śıly změńı svoji délku o s2 = r2ϕ.
Srovnáńım těchto vztah̊u dostaneme

s1

s2

=
r1

r2

⇔ s1 = s2 ·
r1

r2

Časovou derivaćı odtud máme

v1 = v2 ·
r1

r2

(10)

kde v1 je rychlost na straně břemene a v2 rychlost na straně śıly. Účinnost η je poměr
spotřebovaného ku dodanému výkonu. Výkon (pro př́ıpad, kdy śıla a rychlost maj́ı týž směr)
je roven součinu śıly a rychlosti. Pro př́ıpad zvedáńı břemene je výkon břemene spotřebovaný
a výkon śıly dodaný. Proto pro účinnost plat́ı

η2 =
Gv1

Fv2

Po dosazeńı z (9) a (10) máme

η2 =
G · v2 · r1

r2

G · r1+ρ

r2−ρ
· v2

=
r1r2 − r1ρ

r1r2 + r2ρ



Rozš́ı̌reńım tohoto zlomku výrazem 1
r1r2

źıskáme konečný tvar

η2 =
1 − ρ

r2

1 + ρ

r1

=
0, 975

1, 05
= 0, 92857

.
= 92, 9%

Pro př́ıpad spouštěńı břemene je dodáván výkon břemene a spotřebován výkon śıly. Př́ıslušná
účinnost je proto η1 = Fv2

Gv1

, což podle (9) a (10) dává

η1 =
G · r1−ρ

r2+ρ
· v2

G · r1

r2

· v2

=
r1r2 − r2ρ

r1r2 + r1ρ

Stejným rozš́ı̌reńım jako výše źıskáme

η1 =
1 − ρ

r1

1 + ρ

r2

=
0, 95

1, 025
= 0, 92683

.
= 92, 7%

Vid́ıme, že pro r̊uzné poloměry hř́ıdele a kola je účinnost pro zvedáńı břemene poněkud
odlǐsná od účinnosti pro jeho spouštěńı.

Poznámka: Z výraz̊u pro účinnost v obou př́ıpadech pohybu plyne, že tato záviśı
pouze poměru ρ

r1

,jenž zohledňuje mı́ru velikosti třećıho účinku, dále na poměru r1

r2

. Účinnost

nezáviśı na úhlu β sklonu nositelky śıly ~F od svislice. Bylo zpracováno programové vyba-
veńı, prostřednictv́ım kterého lze závislost účinnost́ı na poměru ρ

r1

znázornit. Je uvedena na
obrázku ńıže.
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