ROZLOZENI HMOTNOSTI TELESA VZHLEDEM
K SOURADNICOVEMU SYSTEMU

Zatimco hmotu hmotného bodu
charakterizovala jedina fyzikalni veli¢ina, a
sice hmotnost m, u télesa je nutno kromé
tohoto parametru znd polohu stiedu
hmotnosti T a parametry definujici
rozlozeni hmotnosti vi¢i  zvolenému
soufadnicovému  systému X, 'y, z
spevnym poc¢akem 0. Z mechaniky |
znéme vztah pro polohovy vektor FT stiedu
hmotnosti jako

mr, = ¢ dm. (1)
(m)

Polohovy vektor t je proménny podle polohy hmotového elementu dm (viz obr.).
Integrujeme pies cely objem télesa (obecné trojny integrdl). Jestlize téleso je homogenni
(s kongtantni hustotou r ), dostévadme z (1) po zkraceni hustotou

VI, = i dxdydz,
(v)
kde V je celkovy objem t&lesa. Pro soufadnici X, y, zvektoru f (obecné u) a souradnici
X.,Y;,Z Vektoru I, (obecné u,) odtud dostavame
Vu, = qpuadxdydz. 2
(v)

RozloZeni hmotnosti vié¢i soufadnicovému systému popisujeme Sesti velicinami, které
usporadavame do tzv. matice setrvaénodti |, ,, prislusgjici k soustavé x, y, ztvaru
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Jednd se 0 symetrickou ¢étvercovou matici fadu 3, kterd na hlavni diagondle obsahuje tzv.
0sové momenty setrvaénosti k osdam po fadé x, y, za mimo diagondlu obsahuje zdporné
vzaté deviaéni momenty k rovinam (dvojicim o0s) po fadé xy,xz a yz Jednotkou

(rozmérem) vech téchto veli¢in je kgm?® ajgjich defini¢ni vyrazy maji tvar

|, = dy2+zz)dm; I, = dx2+zz)dm; |, = dx2+y2)dm ,
(m) (m) (m)

D, = ovdm; D, = g«zdm; D, = cyzdm. 4)
(m) (m) (m)

Pro homogenni télesa hustoty r Ize definiéni vztahy piepsat jako

|, =r (y2 + zz)dxdydz; I, =r (x2 + zz)dxdydz; |, =r (x2 + yz)dxdydz ;
V) V) V)

—
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D, =r aoXydxdydz; D, =r qgxzdxdydz; D, =r qpyzdxdydz .
(v) (v) (v)

V&echny integraly jsou obecné objemoveé (trojné).
Poznamky:

1) Z predchozich definic ihned plyne, Ze hmotny bod o hmotnosti m, umistény
v soufadnicovém systému X, Yy, z v poloze dané souradnicemi X,,Y,,Z,, ma matici
setrvacnosti
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2) Protenké desky (rovinné Gtvary), umisténé v roving xy zigfme plati (protoze z° 0)

|, =r @y dxdy; 1, =r Hhx*dxdy; IZ:rc‘@(x2+y2)dxdy:Ix+ly;
(A) (A) (n)

D, = apxydxdy; D,=D,=0.
(A)
Zde r je m&rna plosna hmotnost desky v kg m'?. Integruje se pouze dvojnym integrdlem
pies plochu A desky.

3) Jak u tiirozmérnych téles, tak u dvourozmeérnych desek |ze ¢asto u jednoduchych Utvara
vhodnou volbou integraéniho elementu ,fyzikdlni cestou” pievést trojny resp. dvojny
integré naintegral jednorozmeérny.

4) Je-li téleso slozeno z vice dil¢ich dtvard, jsou prvky matice setrvaénosti dany
algebraickymi soucty prislusnych prvkia pro tyto dil¢i Gtvary. Jestlize se hmota odebere
(odvrtd), nahrazuje se soucet rozdilem.

Matice setrvacnosti zavisi nejen na télese samotném, nybrZ i na souradnicovém systému. Pi

jeho zméné se matice setrvacnosti meni (transformuje). VSimneme si nejprve transformace

posunutim. Necht’ souradnicova soustava X, y, z ma pocétek ve stiedu hmotnogti T télesa a

soustava X,h,z rovnobéZzné posunutych os s pocékem P (viz obr.). Stied hmotnosti necht’

ma v soufadnicovém  systému  x,h,z
soutadnice X,,h,,z,. Potom ziejm¢ podle
definice plati

o dm=[x,y,2] =[x +Eo,y + 10,2+ Co]

L= [80 10, Co]>

§

(m) (m)

2+ zz)dm+ 2, (ydm+2z, c‘ydm+(h§ +x02)c‘plm.
(m) (m) (m) (m)

|, = c‘ﬁﬁz+zz)dm:d(y+h0)2+(z+zo)2]dm: dy2+2yh0 +h§+22+2220+202)dm:
m)
oV



V tomto vyraze je prvni s¢itanec podle definice |, integraly ve druhém a tietim s¢itanci jsou

podle (2) nulove (protoZe u, =0) a (yim=m (celkova hmotnost télesa) Celkem tedy
(m)
| =1, +m(h§ +x02).
Cyklickou z&ménou ziskédme a zcela analogicky dokazeme
L, =1, +m(x02 +202),
=1, +m(x02 +h§).

DokaZeme analogické vyrazy i pro deviaéni momenty. Podle definice je napf.

D, = xhdm= dX+X0)(y+h0)dm: dxy+x0 y+h0X+X0h0)dm:
(m) (m) (m)

= ovdm+x, gydm+h, oxdm+x,h, ¢ggm=D, +mx;h,
(m) (m) (m) (m)

protoZe vzhledem k (2) jsou integraly v prostiednich dvou stitancich, vzhledem k pocétku
systému X, y, z Vv téZi&i, nulové. Cyklickou zaménou ziskame

sz = sz +mXOZO’
Dy, =D, +mh,z,.
Dame-li viechny ziskané vyrazy dohromady do matic setrvacnosti, obdrzime vztah
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Odvozenému vyrazu (5) tikdme Steinerova véta. Jgji dulezity predpoklad je, Ze pocatek
systému X, y, z je ve stiedu hmotnosti télesa.

Poznamky:

1) ProtoZe podle Pythagorovy véty vzdy soucet kvadratti souradnic na diagondle matic ve
vztahu (5) je kvadrét rovnobéZzného piesunuti osy ,pry¢ ze stiedu hmotnogti“, dostdvame
specielné pro osove momenty setrvacnogti toto tvrzeni: Necht'” osa o prochézi

stiedem hmotnosti télesa a osa 0 je sni
e rovnobézna ve vzdaenosti s. Pak plati (viz
l obr.)
|, =1,+ms’, (6)

kde m je hmotnost télesa. Osovy moment
setrvacnosti k ose prochézejici tézisteém je
tedy minimalni (vyraz ms® je kladny).



2) Mame-li dvé rovnobézné osy o, a 0,, z nichz Zadna neprochézi sttedem hmotnosti (viz
obr.), zavisi prepocet jejich momenti setrvacnosti nejen na jejich rovnobéZném piresunuti,
ae i na jegich poloze wviéi stiedu
02 hmotnosti télesa. Je-li situace napi. jako
na obr., zavedeme sosami 0, a o,
rovnobéznou osu o, prochézejici stiedem
hmotnosti. Mezi o, a o,, Sgn¢ jako mezi
0, a 0,, plati Stejnerova véta (6). Plati
tedy

— 2
I01 —IOO +msy,

l, =1, +m(s- s,)°.

0, 0

Odegtenim téchto rovnic

I, - 1, =ms; - m(s- s,)7,
odkud
l, =1, +ms(2s, - s)°.

0, o.
Analogicky bychom odvodili vztah pro pripad, Ze osy o,, 0, by ob¢ lezely v jedné poloving

vytaté doplnénou snimi rovnobéznou

O 02 0sou 0. Plati totiz

— 2
I01 —IOO +msy;,

l,, =1, +m(s, +s)’.
Odextenim a Upravou odtud
Iy, = 1o, - ms(s+2s,).

: Bez dikazu uvedeme vztah pro
' J : transformaci matice setrvacnosti  pri
I

'ES e natoceni souradnicového systému. Necht’

k puvodni soufadnicové soustavé (viz

% obr.) X, y zvykazuje téleso matici

. setrvacnosti 1, ,,. Natocme kolem

pevného pocdku 0! T soustavu do
polohy x,h,z , tak, Ze zname soutradnice

novych jednotkovych vektora i, j,k
sméri  soufadnicovych os ve daré
souradnicové soustavé. Pak  k nové
soustavé Xx,h,z vykazuje téleso matici

% setrvacnosti |, , aplati

V4




Ix,h,z :TT Ix,y,zT’ (7)

kde transformacni matice T (ortonormélni symetricka ¢tvercova matice fadu 3) mé za sloupce
souradnice jednotkovych vektora os (po rade) ;ill< vV systému X, y, z Jestlize napt. u r
oznatim Ghel mezi kladn& orientovanymi osami u(=x,y,z) a m=x,h,z), je matice T
sloZena ze smérovych kosini téchto thli. Je totiz

écos (xx) cos (xh) cos (xz)u
_6é a
T =&os (yx) cos (yh) cos (yz)j. (8)
gcos (z2x) cos (zh) cos (zz)g
Index T ve vztahu (7) zn&i transpozici matice (tj. zaménu fadkt za sloupce a naopak).
Castym piipadem byva natodeni kolem osy z (v roviné xy) o thel | . Pak je (viz obr.)
i =[cos ,sinj ,0]; | =[ sinj ,cosj ,0]; k=[0,01].

. Matice T ma proto tvar

écosj -snj Og
- . G
T =ganj cosj Ol:J' 9
¢ g o 0 1§
- Z pravidel pro nasobeni matic je zigjmé, Ze prvek na
2 misté (m, n) levé strany (7) zisk&me néasobenim m-té
=t * tadky matice TT (tedy mtého sloupce matice T
zapsaného do tadky), celé matice 1,,, a n-tého
sloupce matice T. Vzhledem k uspotradani prvkia v matici setrvacnosti tedy plati
I =it 1,0,
_th_ITlxij; szlelxy,zk; Ih:JTlx,y,zj; (10)

XY,z

kde i, j, k jsou souradnice vektoru i, i K ve starém systému, oviem psany jako sloupcové
matice (typu 3 x 1).

D, =",k 1, =kT1,,,k,
1
|

Jsou-li oba deviaéni momenty k rovinam obsahujicim danou osu nulové, nazyvame tuto osu
hlavni osou setrvaénogti. Osa x je tedy hlavni, pravé kdyz D, =D,, =0, osay je hlavni
pravé kdyz D,, =D, =0. Podobn¢ pro osu z Plati velmi uZitetna postacujici podminka
hlavnosti osy: Necht’ téleso ma rovinu symetrie. Potom jakakoliv osa na tuto rovinu kolma je
hlavni. Toto tvrzeni je ziejme, protoZe je-li xy rovina symetrie télesa, pak sjakymkoliv
elementem o souradnicich x, y, ztéleso obsahuje i element o soufadnicich X, y, -z Proto
OXzdm= cyzdm =0 aosazje podle definice hlavni.

(m) (m)

Dadedek piedchoziho tvrzeni: Jsou-li souc¢asné dvé souradnicoveé roviny rovinami symetrie
télesa, jsou vSechny tii soufadnicové osy hlavnimi osami (a matice setrvatnosti je pak
diagonalni).



Ovéieni: Necht’ napt. roviny xy ayz jsou rovinami symetrie télesa. Podle predchoziho tvrzeni
to znamena, Ze osa z a osa x jsou hlavni osy. To podle definice znamena, ze D,, =D,, =0 a
D, (=D,)=0. Vichny tii deviatni momenty jsou nulové a matice setrvainosti je
diagonalni.

Zaveérem této kapitoly dokazeme, Ze kazdé deska v roving xy pro libovolny poc¢atek métrojici
hlavnich os setrvacnosti (viz obr.). Ziggmé osa z je (vzhledem k tomu, Ze rovina xy je rovinou
symetrie desky) hlavni osou setrvacénosti. Proto jest

Ovéem miize byt D,, * 0. Matice I,,, ma tedy

tvar
. e I _ny 0 u
| =%D. | o Y
xy.z ~ e xy y u
& 0 0 I,+IH

Najdeme takové natoceni ) , aby D,, =0. Podle (10) a(9) je

él, -Dy O@(:esinjg
O:_th :iT Ix,y,zj:[cosj ’s-nj ’O] g- ny Iy Oggcosj H:
e0 0 I,HE 0 ¢

¢ sinj

=1, cos - D, sinj .- D, cogj +1,sinj ,0] Scosj U=

e 0 d

— . - - . 2. 2. . - - —
=-1,9nj cos] +D, sn®} - D, cos”] +1 9n] cos =

[ -1
= y2 *2sinj cosj - ny(coszj - sn?j )

Podle soucétovych vztaht pro goniometrické funkce je
2sinj cosj =sing ; cos’j - sin’j =cos? .
Je tedy

[ -1
0=sn2 y2 ~-cosg XD,

odkud
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Zname-li 1,,1, a D,, nademe | tak, Ze D,, =0. ProtoZe osa z° x se nenknila, je
D,, =D,, =0 asystém x,h,z je systém hlavnich os setrvacnosti desky.

Poznamky:

1) Existence hlavnich os setrvacnosti |ze dokézat i pro obecné téleso v libovolném bodg.

2) Prochézi-li osa stitedem hmotnosti télesa, nazyva se centralni osou. Je-li navic hlavni,
nazyva se hlavni centralni osou setrvaénosti.



