VOLNE KMITY RETEZCE SE DVEMA STUPNI VOLNOSTI

SPECIFIKACE PROBLEMU
Redte volné kmitani jedenkrét vetknutého fetézce se dvéma stupni volnosti o parametrech
m,, m,, k;, k, (viz obr.) pii pogéecnich podminkéch q,(0) =q,, 9,(0)=0, ,(0)=§, =0 .
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RESENI
A Nejprve odvodime pohybové rovnice ve
N, vychylkéch q,, g, kotovanych zvolnych délek
kg, maq, k.(q,—-q,)  pruZin. PouZijeme metodu uvoliovéni. Uvolnime

téleso m, a popiseme silové Ucinky na n&j pasobici
(viz obr.). Pohybovou rovnici je slozkova
podminka do vodorovného sméru. Matvar

m & +k, g - k,(q, - q,)=0. D

Nyni volime téleso m, arovnéz popiseme na ngj pasobici silové Geinky. Slozkova podminka

m; g

y

A do vodorovného sméru zde méa tvar
N, +k - =0. 2
k(@0 mi m, & +k, (9, - q,) (2)
== (2) a(2) je soustava dvou diferenciélnich rovnic druhého adu.
Osamostatnénim g, z (1) dostaneme
m,g

v k, 0
4z :ﬂ&i&+g&+—l+%-
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Ozna¢me pro jednoduchost kladné konstanty

a=M. po1e ©)
k, k,
Potom ziejmé
q, =a @ +bq,. (4)
Dvojim derivovanim odtud
4, =aq’ +bd. (5)

Dosazenim (4) a (5) do (2) dostdvame jedinou diferencidlni rovnici 4. f&du s konstantnimi
koeficienty pro nezndmou funkci g, (t). Tato rovnice je tvaru

mzaqllv +m2b&i&+kzq&?1+kzbq1' kqu:O.
Vzhledemk (3) ji ptepiSeme jako
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Prenasobenim k, * O ziskame rovnici ve tvaru
Aq,” +B# +Cq, =0, (6)
kde kladnymi konstantami A, B, C jsme ozn&cili
A=mm,; B=m,(k +k,)+mk,; C=kk,. (7)

Charakteristickarovnice k (6) je
Al*+Bl?+C=0.

Jedn& se o bikvadratickou rovnici s kotreny

, _-BxyB2- 4AC
12, = n .

ProtoZe A, B, C jsou kladné, jsou oba tyto koreny zaporné. Proto jsou po odmocnéni koieny
|, ryzeimaginarni tvaru

2 2

=+i\/B' VB™- 4AC _ w1, —+i\/B+ YB™- 4AC _iiw,.  (9)
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Misto linearni kombinace exponencial sryze imaginarnimi argumenty piSeme obecné feSeni

(6) ve tvaru kombinace harmonickych funkci obou (kladnych) frekvenci W, a W, v (8)

aplikaci Eulerovych vztahi. Dostaneme
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q,(t) =C,cosW,t +C,sinW,t+C,cosW, t +C,sSnW,, t. 9)

Derivacemi odtud postupné
&, (t) =W, (- C,sinW,t+C, cosW,t) +W,(- C,snW,t +C, cosW, 1), (10)
& (t) =- W*(C,cosW, t +C,sinsW, t)- WZ(C, cosW, t +C,sinW, ). (12)

Dosazenim (9) a (11) do (4) vznika
q,(t) = (b- aW?)(C, cosW, t +C, sinW, t) + (b- aW?)(C, cosW, t +C,sinW,t). (12)
Derivaci pak
6,(t) =W (b- aW2)(- C,SnW,t +C, cosw,t)+
+W,(b- aW2)(- C,sinW, t+C, cosw, 1) 3

Ve vdech téchto vyrazech C,, C, jsou integracni konstanty, jez uréime z pocatecnich
podminek. Dosadime-li do (9), (10), (12) a (13) ¢as t =0 a zohlednime-li zadané poc¢atecni
podminky, obdrzime

0,(0)=q,=C, +C, (14)
¢,(0)=0=C,W, +C, W, (15)
g, (O) =0= (b ) anz)Cl +(b ) asz)Cs (16)



6,(0)=0=W, (b- aW?)C, +W, (b- awZ)c, (17)

(14) + (17) je soustava linedrnich algebraickych rovnic pro uréeni konstant C, , C,. Resime ji
dosazovaci metodou. Z (16) plyne

b- aW;
=- C,. 18
°  b-aw; 19
Dosazenim do (14)
b- aW 6 - b- aW;?
- — = = = . 19
€ boawiy O T a(wr-we)® a9
Podle (18) potom
b- aw;?

C,=- ) 20
3 m‘% (20)

Analogicky z (15) plyne
C,. (21

Dosazenim do (17)

u_

: W,
C, gNl(b' aWi)' W, (b' asz)WzH 0

€
cili

C,aWw, (W2 - w?)=0.
Protoze a* O,W,* 0 a W, * W,, plyne odtud C, =0 a podle (21) i C, =0. Dosazenim

(19) a (20) do (9) a (12) dostavame konkrétni feSeni, jez splnuje zadané pocatecni podminky
ve tvaru

q, () :W[(b_ aWj)coszt - (b- an)cost t] , (22)
1 2

_ G (b- aw?)(b- aws)

cosW, t - cosW, t| .
a(le'sz) [ ' ’ ]

q,(t)

Konstanty a, b jsou dany v (3), frekvence W,, W, v (8), pticemz konstanty A, B, C jsou v (7).
Grafy popisuji zavislosti vlastnich frekvenci na parametrech soustavy. Animace je popsana
funkcemi (22).



