SOUSTAVA S 1° VOLNOSTI — BUZENI SKOKEM

SPECIFIKACE PROBLEMU
Na desku pérové véhy hmotnosti m, vazané
M ¢V kramu linearni pruzinou tuhosti a tlumeni
0 konstanty b, dopada z vy3ky h plastickym
| m | razem vazeny predmét hmotnosti M. Popiste
casovy prubéh vychylky desky pérové vahy a

X urcete pomeér maximani vychylky ku nové
statické rovnovazné poloze, kdy véazeny predmet
vklidu spocivA na desce. Predpokladejme

podkritické tlumeni, kdy b < 2vmk .

RESENI

Celé akce se skldda ze tii déju: volny pad vézeného predmétu, jeho réz sdeskou vahy a
nasledné tlumené kmitani desky. Dopadovou rychlost v, predmétu urc¢ime z véty o zmeéng
Kinetické energie mezi startovaci polohou (z klidu) z vy3ky h a dopadem. Dostaneme

%Mvg- 0=Mg h,

odkud
v, =+/20h. (1)

Rychlost desky v, po plastickém razu s vazenym predmétem uréime z véty o zmené hybnosti
do svislého sméru v pribéhu rézu pii zanedbani impulsu tihy za krétkou dobu trvani razu.
Vychézi odtud

(M +m)v, - My, =0.
Po dosazeni z (1) pak

v,=— M ogn. )

_M+m

Pohybova rovnice kmitavého pohybu desky, ze statické rovnovazné polohy dané jeji tihou,
ma ziejme tvar
mi + bk + kx = Mg . (©)]

Tuto rovnici reSime pri pocétecnich podminkéch x(0) = 0; %(O) =v,, kde v, jedano v (2).

Podélenim (3) hmotnosti m a zavedenim vlastni frekvence W a pomérného Utlumu D
kmitajici soustavy vyrazy

kK. L_ b
W_\/;’ Dzﬁ @

piepiseme (3) natvar



8&+2DW)&+WZX:Mg. (5)
m
ReZeni této rovnice je souctem homogenniho (obecného) feSeni x, a odhadnutého
partikularniho reseni X,

X(t) = X, () + %o (1) (6)

Homogenni feSeni (rovnice (5) m& nulovou pravou stranu) uré¢ime feSenim charakteristické
rovnice

| >+2DWI +W? =0.
pridruzené k (5). Pro podkritické tlumeni D <1 tato rovnice mareSeni

|, =-DW+iW+1- D?,

kde i =+/- 1 jeimaginarni jednotka. Oznaiime-li

W, =W+1- D? . (7)
(vlastni frekvence tlumené soustavy), 1ze homogenni feSeni psét ve tvaru
X,, (t) — Cl e(- DW+ W)t Cz e(- DW-iWp)t — g bWt (Cl gt 4 Cz g Wot )’ (8)

kde C, a C, jsou libovolné komplexni integracni konstanty.

Zavorku v (8) prepiSeme pomoci Eulerovych vztahti pro exponencidly ryze imaginarnich
argumentt na tvar

C,(cosW, t +isinW, t)+C, (cosW, t - isnW, t) =

=(C,+C,)cosW, t +i (C,- C,)sin W, t .
Oznxtime-li A=C, +C,, B=i(C, - C,) novéintegracni konstanty, Ize (8) psét jako
X, (t)=e " (AcosW, t + Bin W, t). 9)

ProtoZe nula neni kofenem charakteristické rovnice, odhadujeme pii konstantni pravé strang
(5) partikularni feseni také jako konstantu. Velikost této konstanty ur¢ime z podminky, ze X,

jeteSenim (5). Ziskame odtud

_ Mg
Po dosazeni za W z (4) prepiseme x, natvar
Xp = % (20

ProtoZze Mg je tiha vézeného predmétu (sila), je % deformace pruziny péroveé véhy, pii

jgjim statickém zatizeni silou Mg. Oznaéme tuto deformaci (novou statickou rovnovaznou
polohu) jako X, . Pak



Xp (1) = X - (11)
Dosazenim (9) a (11) do (6) zisk&me obecné feSeni (5) s pravou stranou jako
X(t) = x, +e "' (AcosW, t + BSn W, t). (12)

Integracni konstanty ziskame z pocéesnich podminek x(0) =0, % (0)=v,.
Derivaci (12) vznikne
ax_
dt
Dosazenim ¢asu t =0 do (12) a (13) a zohlednénim pocétecnich podminek ziskdme
x(0)=0=x, + AP A=-Xxg,

e "Y' [- DW(AcosW, t +BsinW,t)+W, (- AsnW, t+BcosW, t)]. (13)

+ DWx, -
Xo)=v, =-DWA+w,Bp B=2tDWA__ DWx, -
dt W, W,

Dosazenim ziskanych konstant do (12) ziskame konkrétni feSeni (5), které splnuje zadané
po¢aecni podminky, ve tvaru

DWx, -v, . 0

=" Y gnw, t2. (14)

x(t)=x, - e 8‘?(3 cosW, t +
e W, 2

Veliciny D a W jsou dany ve (4), W, v (7), X4 v (10) a(11) a v, ve(2). Oznacime-li

W2 ’
-V, +
s'ng :X_St; cosg :M (15)
C CW,
|ze (14) prepsat natvar
X(t) = x, - Ce ""'san(W,t+g). (16)

Nutnou podminkou extrému (16) je nulovost prvni derivace. Tedy
dx

a:.Ce-DWt[- DWsin (W, t +g)+W, cos(W, t +g)]=0.

Této podmince vyhovuji casy t, (k celé), pro které

W 1- D?
tg (Wpt, +g)=—2 =
g (Wst, +9) oW 5
Odtud
1 & 1- D? 0
t, =— éarctg -g+kpz (a7
W, p
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ProtoZe z (15) plyne, Ze g > arctg , je prvni kladny ¢as nabyvani extrému feseni t, v

(17) pro k =1. Tento ¢asje zarovein ¢asem nabyvani v absolutni hodnoté nejvétsiho extrému.
Protentocast, je

1 @ J1-D? N 0
t,=— -g+pz.
w, £ ;
Odtud
) - D2 ) \/ - D20
sin(WDtl+g):sin§arctg —:-s é ctg D =
@
e - D20
tgéarctg 1-D i 1- D° (18)
— D 1] - D - 1_ DZ

- \/1+tg (Céarctg

Dosazenim (17) a (18) do (16) dostaneme hodnotu x, nejvétsiho extrému ve tvaru

D V1- D?
éarctg

6
- g+p 0. (19

é
X, = X(t) = x4 +C+1- Dzexpg
¢

@
V tomto vyrazu C a g jsou dany v (15).

Poznamka: Pro v, =0 (vstup nadesku vahy z vy3ky h=0) z (15) plyne

tgg = arct
g9 = cosg U g=arcg

sng _ v1- Vv1- D?
5

Dosazenim do (19) pro tento ptipad nejvétsi extrém x, je

& -
X, =X, Gl+e V0’

Q- -0

X e , o e
Pomer —X (tedy nejvétsi vykyv véhy ve vztahu k rovnovéZzné poloze oznagujici hmotnost
Xst

véZzeného predmétu) zavisi pouze na pomérném Utlumu D uloZeni desky véhy k ramu. Tato
zavislost je zobrazena v grafu. Napt. pro D =0,5 (= 50%) je x, =1163. Pro M =100kg
tedy véha vykyvne v nejvétSim extrému na 116,3 kg.



