DYNAMIKA SOUSTAV

Podle druhu zadanych veli¢in rozliSujeme pti feSeni dynamiky soustav téles dva zakladni typy
aloh:

1) Uloha kinetostatiky, kdy je predepsan druh pohybu (napt. rovnomérny pohyb) tolika
¢leni soustavy, kolik tato méa stupit volnosti. Ukolem je najit polohovou zavislost
statickych akenich Geinka, pro udrZeni piredepsanych pohybt. Pocitanych statickych akci
je nggmeéne tolik, kolik je predepsanych druhti pohybu. Tyto silové Gcinky mivaji
predepsany smér a pocita se polohové zavislost jejich velikosti, pti uvazovéani setrvacnych
acinku.

volnosti, kdy predepisujeme zpravidla pohyb hnaciho ¢lenu, jenz rotuje.

2) Uloha vlastni dynamiky, kdy jsou predepsana zatizeni viech ¢lena zadanymi statickymi
akcemi (znamych smert, jejichz velikosti jsou znamymi funkcemi poloh, rychlosti,
piipadné ¢asu). Ukolem je feSit pohyb jednotlivych ¢lent soustavy, jenz zadané zatizeni
vyvol&

Pozndmka: V obou pripadech tloh mohou nezndmymi byt i statické reakce ve vazbach.
Je-li potieba provéadét dimenzovani vazeb (loZisek, kloubti), je nutno pocitat i
tyto reakce.

METODY VEKTOROVE MECHANIKY

Metody feSeni dynamiky soustav téles prostiednictvim posimu vektorové mechaniky jsou
dvé. Metoda uvoliiovani je velice univerzalni, takze se hodi i pro dlohy se tfenim a pro
soustavy s libovolnym poctem stupnii volnosti. PouzZiva se v8ude tam, kde je zapotiebi znalost
reakci ve vazbach. M etoda redukce hmotnosti a silovych Uéinkia se & priori zbavuje reakci.
Nehodi se proto pro Ulohy se tienim. RovnéZ je omezena na soustavy sjednim stupném
volnosti. Hodi se proto idealné pro feSeni hladkého pohybu mechanismii, protoZe primo vede
k vlastni pohybové rovnici.

1. METODA UVOLNOVANI

Princip metody je znam z MECHANIKY 1, nebot’ je stejny ve statice jako v dynamice. Zde
pouze pribyvaji setrvaéné G¢inky pusobici na pohybujici se télesa. MySlenymi fezy uvolnime
ve vazbéch jednotliva télesa (poptipadé i skupiny téles) za soucasného pripojeni reakenich
Gcinka podle druhu uvolnéné vazby (Mechanika 1). Podle D”Alembertova principu statické
(vnejsi) sily a dynamické (setrvacné) ucinky tvoii rovnovaznou silovou soustavu. Podle druhu
soustavy sil (a dvojic) formulujeme prislusny poc¢et podminek rovnovéhy (véetné povinného
po¢tu momentovych podminek). Z matematického hlediska dostavdme soustavu algebraicko —
diferencidnich rovnic. Soustava je algebraicka vzhledem ke statickym reakcim a diferenciélni
vzhledem k tolika polohovym (¢asové zavislym) proménnym, kolik m& soustava stupii
volnosti. Vyskytne-li se v rovnicich vice polohovych proménnych (a jejich ¢asovych
derivaci), je tieba nadbytecné vyjadrit ze zdvihovych zavislosti (a jejich derivace
progtiednictvim prevodovych funkci a derivaci prevodovych funkci). Matematickym
vylou¢enim reakci (napi. dosazovaci metodou) ziskame pouze soustavu viastnich pohybovych
diferencidnich rovnic, kterych je tolik, kolik ma soustava stupit volnosti. Jejich analytické
ieSeni je mozné jen ve velmi specidlnich pripadech. Obecné se tyto rovnice eSi numericky,
kdy vysledkem jest pro zadanou tabulku ¢asi (nezdvisle proménnd) tabulka poloh hnacich
¢lent soustavy (zavisle proménnd). Tim je feSen pohyb hnacich ¢lent. Pohyby hnanych ¢lena



ziskame pres vySe popisované zdvihové zavislogti. Ze znalosti pohybit je mozno (pro
prisluSnou tabulku ¢asi) pocitat setrvaéné Gcinky a z rovnic pro reakce, vzniklych aplikaci
dosazovaci metody, Ize vypocitat, jakozto zavisle promeénné, i reakce atim dimenzovat vazby.

Poznamky:

1) Jestlize cilem teSeni je pouze znalost pohybu (Uloha viastni dynamiky), |ze podminky
rovnovahy pro stav bez tireni formulovat svyhodou tak, Ze se fyzikani cestou od
samého pocétku zbavime vnéjSich reakci (ve vazbach naram). Vnitinich reakci (ve
vazbéch téles mezi sebou) se timto zpasobem zbavit nelze. Ty je nutno vyloucit
matematicky (naptiklad vySe vzpomenutou dosazovaci metodou).

2) Existence trecich uginkt situaci komplikuje, protoZe tieci sily (a dvojice), jakozto
statické akce, zavisgji na velikosti reakci. Z tohoto divodu nelze pii feSeni pohybu se
a priori zbavovat vngjSich reakci. VSechny reakce nutno vylucovat matematicky
dosazovaci metodou.

3) Nejvétsi komplikace pasobi moment cepového tieni. Tento treci Ucinek zavisi
nelineérné na slozkéch reakci v rotacni vazbe, takze algebraické rovnice pro reakce

nejsou linearni a nelze tudiz matematicky reakce vyluc¢ovat dosazovaci metodou.
Jedind moZnost, jak moment ¢epového tieni do vypoétu zahrnout, je linearizace vztahu

M, = f,JRE+R? (viz Mechanika 1) pro urcity omezeny rozssh pohybu &lenu
Vv rotacni vazbe.

2. METODA REDUKCE HMOTNOSTI A SILOVYCH UGINKU

Metoda spociva ve volbé jednoho télesa soustavy (obvykle hnaciho ¢lenu mechanismu) za
tzv. redukéni ¢len. Redukeni ¢len muze vykonavat bud posuvny nebo rotacni pohyb.
Kinematické parametry popisujici pohyb tohoto ¢lenu, tedy | ,w,a pro pripad rotace, nebo X,
v, a pro piipad posuvu, se objevuji jako proménné v niZze odvozené pohybové rovnici. Na
redukéni ¢len redukujeme veSkerou hmotnost hmotnych ¢leni srovnénim kinetickych energii
aveskeré statické akeni (tj. pracovni) silove Geinky srovnanim jejich vykon.

= x,v.a
-
\c‘p,m, o ‘
Soustava < § Q’M soustava Myed __9Fmd
T red
Ired .

Za redukovany hmotovy parametr v piipadé rotace redukéniho ¢lenu volime redukovany
moment setrvaénosti |, a vpripadé posuvu redukovanou hmotnost m.,. Bilance

kinetické energie matvar pro rotaci redukéniho ¢lenu
1 0
ElredWZZaEki' (1)

Zde stitame pres vechny pohybujici se ¢leny soustavy. Poznamenejme, Ze pro posuv télesa je
E = %mvz, pro rotaci E, = % | w? a pro pohyb rovinnym pohybem pri rozkladu ve stiedu

hmotnosti plati Konigova véta. Nelze-li rozloZit pohyb ve stiedu hmotnosti, nahrazujeme



téleso (v zadanych mistech) dvéma hmotnymi body m,,m; a korekénim momentem
setrvacnosti |, . Pro kinetickou energii takového télesa pak plati

kor *

Ek :%(mAVi+mBV§+|korW2)’ (2)

kde v,,V; jsou rychlosti mist nahrady hmotnymi body a w Uhlova rychlost druhotné rotace.

Poznamka: Jestlize redukeni ¢len se posouvg, mabilance E, tvar

%mred V2 = é Ei - (1)

Za redukovany silovy parametr v piipadé rotace redukcéniho ¢lenu volime redukovany
moment (silové dvojice) M, aV piipadé jeho posuvu redukovanou silu F, . Pro pripad
rotace reduk¢niho ¢lenu mé bilance vykonu pracovnich sil tvar
Maw=8 P . ©)
i

Zde stitdme pres vSechny statické akéni Ucinky puasobici na jednotlive ¢leny soustavy (je jich
obecné jiny pocet nez pohybujicich se ¢leni). Poznamenejme, Ze vykon sily je skaldrnim
soucinem sily a rychlosti a vykon dvojice (momentu) je skal&rnim souc¢inem momentu
s thlovou rychlosti.

Poznadmka: JestliZze se redukéni ¢len posouvd, ma bilance P tvar
o -
FaV=a P . (3)
i
Aplikaci véty o zmene Kinetické energie mezi obecnou a startovaci polohou soustavy mame
E - E, =W,

kde W je prace vZech pracovnich statickych Gginkd. Casovou derivaci tohoto vztahu
dostaneme

dE, _
dt
Dosazenim ze (1) a (3) dostaneme pro pripad rotace redukéniho ¢lenu (pro obecné |,
z&vislé napoloze | soustavy)
id I-red iwz +Irede_W:MredW’
2 d dt dt
kde jsme pouZili vztahy pro derivaci sou¢inu a slozené funkce. Kracenim w odtud
1dl.,
——Fw+l a=M_, 4
2 d] red red ( )

coz je vlastni pohybové rovnice soustavy.

Pozndmka: V piipadé, Ze redukéni ¢len se posouva, dostaneme analogickym dosazenim
vyrazi (1) a(3") pohybovou rovnici ve tvaru



ldmred
2 dx

To, Ze redukovany hmotovy parametr je zavisly na poloze soustavy je piiznak tzv. soustavy
sproménnymi pievodovymi poméry (mechanismus). U soustavy s konstantnimi
pirevodovymi poméry (soustavy sloZzené z kladek a spoluzabirgjicich ozubenych kol) tyto
parametry na poloze soustavy nezaviseji. Pohybova rovnice mé pak jednodussi tvar

viema=F.. (4)

I red a= M red
pro piipad rotujiciho redukéniho ¢lenu, resp.
mred a= Fred

pro ptipad posouvajiciho se redukeniho ¢lenu. Zéroven odtud plyne, Ze ptisobi-li na soustavu
skonstantnimi prevodovymi poméry konstantni zatiZzeni, pohybuje se toto skonstantnim
zrychlenim (vSech ¢lent).

METODY ANALYTICKE MECHANIKY

Zatimco podstatou metod vektorové mechaniky je vektorova rovnovaha pasobicich sil (v
dynamice vcetné setrvacnych G¢inki), podstatou metod analytické mechaniky je utvoreni
energetickych funkci, znichz operacemi matematické analyzy (zejména derivovanim)
ziskdme potiebne statické i dynamické rovnice. Nez prekrocime ke dvéma metodam této
kapitoly, definujeme noveé pojmy.

ZAKLADNI POJMY

Poloha kazdé mechanické soustavy muize byt popsadna raznymi souradnicemi. Z divoda
snadnéjSiho vyjadieni jinych potiebnych veli¢in maZe byt téchto soufadnic vic nez je pro
jednoznatné urceni polohy soustavy nezbytné nutné. V takovych piipadech jsou souiadnice
zavidé. Musi mezi nimi existovat vzajemné vztahy. Témto vztaham fikéame vazbové rovnice
nebo krétce vazby. Ve zmingnych vazbéach se kromé souiadnic polohy mize vyskytovat i ¢as
t. V nejobecn¢jSim pripadé tzv. neholonomnich vazeb 1ze vazboveé rovnice popsat pouze ve
formé diferencidlti (souradnic i ¢asu). Témito pripady se nebudeme zabyvat. Jestlize tyto
diferencialni vztahy Ize integrovat, je moZno vazbové rovnice napsat ve tvaru
transcendentnich (algebraickych) rovnic typu

fi(yl,...,yp,t):O; i-1..,r. (5

Vazba se pak nazyva holonomni. Vyskytuje-li se ve vazbové rovnici explicitné ¢ast, nazyva
se vazba nestacionérni nebo téZ reonomni. Nevyskytuje-li se v ni explicitné ¢ast, nazyva se
vazba stacionar ni nebo téz skleronomni.

Pozmamka: P¥i pohybu mechanické soustavy se souradnice y scasem meni. Ve vazbové
rovnici je vtéchto pripadech vzdy obsazen c¢as, ale pouze implicitné,
zprogtiedkované pres souradnice jako sloZzena funkce. Tento stav neznamena
nestacionarnost vazby.

V mechanice 1 byl definovan pojem po¢tu stupnia volnosti mechanické soustavy jakozto
po¢tu nezavislych souradnic, jez jednoznacné urcuji polohu vSech bodi (¢lentd) soustavy.
Mezi témito souradnicemi neexistuji Zadné vazby (vztahy). VSechny mohou nabyvat
libovolnych hodnot. Rikame jim zobecnéné soufadnice. Znatime je g, a jejich pocet je n
(= pocet stupriti volnosti soustavy). Mohou to byt bud’ délky (rozmér metr) nebo ahly (rozmer



radian). Jakekoliv jiné souradnice x; nazveme fyzikalni souradnice. Jestlize fyzikalnich
souradnic je p, musi existovat p vazeb tvaru (5), tedy

fi(xl,...,xp,ql,...,qn,t): 0; i=1...,p.
Z téchto vazeb Ize (alespon lokélng) ,,osamostatnit” zavislé fyzikalni souradnice a vyjadrit je
na zakladé souradnic zobecnénych ve tvaru

X, = X; (G Uort), J =10, (6)

PRIKLADY VAZEB
A) Kulisovy mechanismus (viz obr.) je coby mechanismus soustavou sjednim stupném
volnosti.

Zobecnénou souradnici je Uhel | natoceni hnaci
kliky. Presto zavadime pro polohu kulisy fyzikalni
souradnici y. Mezi souradnicemi y a | existuje
vazba (nazyvand ve vektorové mechanice
zdvihovou zavislosti)

y=rsnj ,

kder je délkakliky. Je to vazbatypu (6) ,rozieSena

podle fyzikani soutadnice y*. Vazba je
skleronomni, protoZe ¢ast se v ni vyskytuje jako slozena funkce | pii ot&ceni kliky
(pohybu mechanismu). Ve strojarske praxi je téchto vazeb drtiva prevaha.

B) UvaZzujeme matematické kyvadlo s proménnou délkou zavésu (viz obr.). ProtoZze

pohyb horniho konce zavésu je piedepsany,
u(?) jednd se 0 soustavu s 1 stupném volnosti.
Pohyb horniho konce zavésu nedodavé druhy
stupeii volnosti — funkce u(t) je zadand, tudiz
nemize byti libovolna Za zobecnénou
soutadnici volme uhel natoceni j (viz obr.).
Volime-li vobr. zavedené souradnice X, Yy
jako dalsi (fyzikalni) souradnice, tak jestlize |
je celkova délka zavesu, plati pro né vztahy

x=[ - uft)|sinj ,
y=[- u(t)cosj .

Opét jsou to vazby typu (6), ovdem ¢as t se v nich vyskytuje ptimo (nikoliv pouze
zprostiedkované pres Uhel | ). Proto vazby jsou nestacionarni (reonomni).

s it X

Virtualnim pohybem mechanické soustavy nazveme diferencidné maly pohyb pfi
respektovani vazeb explicitné nezdvisgjicich na ¢ase. Nezavislych virtualnich pohybi je
mozno udélit soustave tolik, kolik ma tato stuprnt volnosti. Tyto nezavislé virtudini pohyby
odpovidaji vzdy virtudlnim pirastkim zobecnénych soutadnic d g, . Z naznacené definice je
zigimé, Ze v pripadé stacionérnich vazeb virtudini pohyb je soucasn¢é diferencidliné malym
skutecnym pohybem. U vazeb nestacionérnich se tyto pohyby |i&i. Tam v ptipadé virtudlniho



pohybu nechdme plynout ¢as pii zménéch sourfadnic, ale zastavime ¢as pro pribehy
piedepsanych pohybi.

Napiiklad kyvadla sproménnou délkou zavésu (viz obr.) se skutecny diferencidné maly
pohyb dgje po oblouku obecné rovinné kiivky zévisejici na pribshu funkce uft), virtualni
pohyb se d¢je po kruhovém oblouku. Pohyb je proto virtuani, protoZze u redlné soustavy
k nému nemutize dojit. Nechdme-li plynout ¢as na kyvavy pohyb kyvadla, méni se zaroven
jeho délka (pokud u(t) nenf konstantou, ale pak by se zase nejednalo o renomni vazbu).

Pro vazby typu (6) tak pri virtudnim

u(?) pohybu je
g X,
dx; =a ﬂ_J(:iqi , (7)
Vi Vil x i=1 qi
S skute¢ny pohyb zatimeo
g Tx, X,
dx. =3 —-d .+ —dt.
T8 M
virtualni pohyb
Pro soustavu s jednim stupném volnosti (n =1) odpada sumace. Je pak
X, _
dx; =—-dq, j=1..,p, (8
fiq

kde q je zobecnéna a x; fyzikani souradnice. V pripadé skleronomnich vazeb by tentyz
vztah platil i pro diferencialy”. Pro pifpad vazeb reonomnich pro ng plati

DuleZitou viastnosti virtualnich pohybu je, Ze pti nich reakéni (statické) sily nekonaji préci.
Situaci Ize ilustrovat opét na pripadé kyvadla s proménnou délkou zavésu, kde reakéni sila
v lang pii skutecném pohybu préci kond, zatimco pti virtualnim nikoliv (ptirastek drahy ma je
nulovy).

PRINCIP VIRTUALNICH PRACI

Formulujme bez dikazu princip virtualnich praci: Je-li soustava rovnovaze (statické nebo
dynamické), je soucet virtudlnich praci vdech pracovnich G¢inka nulovy pro libovolny
nezévisly virtualni pohyb.

Pozndmka: Pouzivame-li princip virtudlnich praci ve statice (pro ulohy statické rovnovéahy
podobné jako byly feSeny v mechanice 1 metodou uvoliiovani), jsou pracovnimi
(cinky pouze statické akce. Pri pouziti v dynamice (pro formulaci pohybovych
rovnic) jsou pracovnimi U¢inky statické akce a setrvacné Gcinky.

") Zde bychom mohli parciélni derivaci nahraditi derivaci obycejnou.



Matematicka formulace principu

@w), =88 Fdx? =0, j=1..n. (9)
e g;

UZitim (9) dostaneme n rovnic (tolik, kolik je stupnu volnosti). Jsou to ve statice rovnice
rovnovahy, v dynamice pohybové rovnice. Index j v (9) odpovida nezavislym virtuédlnim
pohybtim (prirastkim zobecnénych souradnic dg; ). Index i odpovida pracovnim Geinkim F,
(silam i dvojicim). Fyzikalni soutadnice x; volime piislusgjici k pracovnimu Gcinku tak, aby
piisludnd virtudlni préce se pocitala jako prosty soucin (véetné znameénka) pracovniho Uginku
ajemu prislusgjiciho virtudlniho prirastku fyzik@ni souradnice. Je-li tedy pracovnim G¢inkem
sila, je prislusnou fyzikalni souradnici délkova souradnice. Je-li jim dvojice, je fyzikani
soutadnici Uhel natoceni.

JestliZze se jedna o konzervativni soustavu, jsou vsechny (statické) sily konzervativni, takze
jegjich (Uhrnnd) préce po uzaviené krivce je nulovA Musi proto existovat skalarni funkce
zobecnénych souradnic, Ze element préace je totalnim diferencidlem této funkce. Tuto funkci
nazyvame potencialni energie E, = E_(q,,...,q, ). Princip virtualnich praci ma potom tvar

dE, =0, (10)

coZ znamena, Ze potencialni energie ma stacionarni bod. Stacionarni bod E, je tedy
ptiznakem rovnovazné polohy soustavy pii statickém feSeni. Pro soustavu s n stupni volnosti
je nutnou podminkou stacionarnosti E, nulovost vech jejich parcidnich derivaci podle
zobecnénych soutadnic, tedy

1E,
fa,

Podminka (11) v pripadé spinénosti mize znamenat rovnovaznou polohu stabilni, kdy malé
silové pasobeni navic (porucha) zpisobi malou zménu polohy soustavy, nebo rovnovéznou
polohu labilni, kdy mala porucha zptasobi velkou zménu polohy soustavy. Z matematického
hlediska je (11) nutnou podminkou extrému potencidlni energie. Pro postacujici podminku je
potieba zkoumat matici druhych parcidnich derivaci, tzv. Hessovu matici v bod¢
Uy =[Oy r-r0, ] » VE kterém plati (11). JestliZe tato matice

=0, j=1..n. (11)

é 1°E U
H E, (qo): e—p(qo)l;' (12)
@ﬂqi ﬂqj q,jzl

je pozitivné definitni, ma v uvedeném bodé
E, minimum a prislusna rovnovazna poloha
je stabilni. Situaci znézornime kuli¢kou
v dilku (viz obr). V poloze 1 ma E,
minimum, tedy poloha je stabilni. Udélime-li
takové kuli¢ce poruchu, spadne zpét do dalku
a zména polohy je mala. Jestlize matice (12)
je negativné definitni, ma v uvedeném bodé

E, maximum a pfislusna rovnovazna

poloha je labilni. Situaci zn&zornime




kulickou na vrcholku kopce (viz obr.). V poloze 1 ma E; maximum, tedy poloha je labilni.

Sebemensi silové pusobeni navic (zpasobujici nenulovost pocéaecnich kinematickych
podminek) ma za nésledek velikou zménu polohy. Kulicka totiz spadne z vrcholku.

Jestlize matice (12) je indefinitni, ma E, v uvedeném bod¢ sedlovy bod a rovnovazna

poloha timto bodem popsand je opét labilni. Situaci |ze popsat kulickou na hitbeté konského

sedla. Jakékoliv porucha ,mimo smér jizdy kong* zpusobi velkou zménu polohy kulicky.

Rovnovézna poloha je tedy labilni.

Poznamka: 1) Jestlize matice (12) je semidefinitni (at” uz pozitivné nebo negativng), bylo by
pro posouzeni typu stacionarniho bodu E,, (atim kvality rovnovazne polohy)
potieba vySSich derivaci. Timto ptipadem se nebudeme zabyvat.

2) Definitivitu matice lze uréovat pouZzitim tzv. Hurwitzova kriteria. Jestlize

véechny determinanty matice A = [aij]i”j:l tvaru det[aﬁ ]: ., (tzv. hlavni
minory | - tého t&du) pro | =1...,n jsou kladné, je matice A pozitivné
definitni. Jsou-li vSechny hlavni minory sudého radu kladné a hlavni minory
lichého t&du zgporné, je matice negativné definitni. Nastane-li jakékoliv jina
kombinace znamének hlavnich minori (a souc¢asné zadny neni nulovy), je
matice indefinitni.

Pravé popsand pomeérné slozita rozhodovani se podstainé zjednoduduji pro soustavy s 1
stupném volnosti, kdy E je funkci jediné zobecnéné souradnice g. Podminka (11) ma formu
nulovosti obycejné derivace

dE

=0 (11)
dq

2

d°E
a matice (12) se redukuje na jediny prvek 5 P, Jestlize v bodé q,, kde je spInéna (11°) je
q

2

d’E, ) - . L d°E, .
d—qz(q0)>0, ma E, minimum a poloha je stabilni. Je-li d—qz(q0)<0, ma E,
2

d°E
maximum a poloha je labilni. Jeli - P (0,) =0, nelze o typu bodu nic fici. Zde

2

indefinitnost splyva se semidefinitnosti. Pro rozliSeni piipadi by byly potieba vysSi derivace.
Timto stavem se nebudeme zabyvat.

LAGRANGEOVY ROVNICE

Bez odvozeni formulujeme tzv. L agrangeovy rovnice 2. druhu obyéejného typu ve tvaru
d 1E, 9TE, _
— - =Q., j=1..n. (13
dt 14, fa,

ProtoZe rovnice jiného druhu a jiného typu nepozndme, budeme dalSi privlastky vynechévat.
Techto rovnic je tolik, kolik ma soustava stupiiti volnosti. E, je kineticka energie, ¢,

zobecnéné souradnice, §; zobecnéné rychlosti a Q; zobecnéné sily piislusgjici zobecnénym
souradnicim q; . Zobecnéné souradnice mohou byt délky v metrech nebo uhly v radianech.



Jsou-li to délky, jsou piislusné zobecnéné rychlosti skutecnymi rychlostmi v m/s a zobecnéné
sily skutecnymi silami v N. Jsou-li zobecnéné soutradnice uhly, jsou zobecnéné rychlosti
Ghlovymi rychlostmi vrad/s a zobecnénymi silami momenty silovych dvojic v Nm.
Zobecnéné sily uréujeme z principu virtudlnich praci podle vyrazu

& 0 .
deqj:ga Fdx+, j=L1..n, (14
e g;

kde F. jsou gtatické akéni sily na soustavu pasobici a x. jsou takove fyzikalni soutradnice, aby

prislusna virtualni prace se vycidlila béznym soucinem (viz vy3e). Slovni formulace (14):

Virtudlni préce j - té zobecnéné sily pii virtudlni zmeéné prislusné zobecnéné souradnice je

rovna souctu virtualnich praci vSech statickych akci pti tomto virtudlnim nezavislém pohybu.

Pro zkraceni variaci q; v (14) je tieba fyzikalni soufadnice x; vyjédfit prostiednictvim vazeb

jako funkce zobecnénych souradnic g .

Poznamky: 1) Kineticka energie je obecné funkci polohy i rychlosti. Je-li pouze funkci
rychlosti, jedna se o soustavu skonstantnimi prevodovymi pom¢ry. | pro
soustavu s jednim stupném volnosti (zobecnéna souradnice q) je tedy obecné
E, =E,(q,4). Parciéini derivace proto zistavaji v rovnici (13) i pro tento
piipad.

2) Zobecnéne sily se konstruuji podle (14) pouze pro statické pracovni sily F..
Dynamické Ug¢inky jsou skryty v levé strang rovnic (13).

Jestlize statické akce jsou vechny konzervativni, existuje potencidlni energie E,(q,...,q,)

(z&visgjici napoloze) a plati

fE,

Tq,’

Lagrangeovy rovnice v tomto specielnim piipadé maji tvar

d 1E._TE, TE,
dt 14, 9q9;, Tq

Staci tedy ngjit kinetickou a potencidlni energii a pohyboveé rovnice soustavy jsou pak uz jen
otézkou cvi¢eni v derivovani.

Qj:- j=1...,n.

=0, j=1..n. (13)



