ULOHA VICE TELES V NEBESKE MECHANICE

SPECIFIKACE PROBLEMU

ReSit dlohu n téles znamena nalézt pohyby
(tj. formulovat pohybové rovnice a nalézt
jgjich reSeni) n hmotnych bodu (resp. téles
pti zanedbéni druhotné rotace), na které
pusobi pouze vzajemné gravitacni sily podle
Newtonova gravitatniho zékona.

Uvazume n bodi o hmotnostech
m,,..., m,_,, které se obecn¢ pohybuji a
nepohyblivy

pocatek O inercidni soufadnicové soustavy

(viz obr.) ¢asové proménné polohové vektory
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bodii vzhledem kO ozna¢me r, ..., T, ;.

Na kazdy  bod m (i =0, ..., n-1) pasobi  pritazlivé  gravitatni  sily

F;(j=0,..,i-1i+1 .., n- 1) ostatnich bodi.
RESENI
Oznagme polohovy vektor j-tého bodu vzhledem k i-tému jako r i - Pak zZigimé je
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Podle vektorového tvaru Newtonova gravitacniho zékona (viz Uloha dvou téles) pro sily Iéij
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plati F; =k 1, kde k je univerzalni gravitacni konstanta a r; je velikost vektoru
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r ; (vzdalenost bodi m a m; ). Pohybova (vektorovd) rovnice i-tého bodu ma proto tvar
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Po kraceni m dostavame vztah pro vektor zrychleni i-tého bodu na zé&kladé poloh a
hmotnosti ostatnich bodi ve tvaru

ari:kamj—;, i=0,..n-1. (2

Jednd se 0 3n nelinearnich diferencidnich rovnic druhého tadu pro nezndmeé
f(t) =[x (t), y,(t), z(t)], i =0, ..., n- 1 funkce zavislosti polohy i-tého bodu na &ase nap.
ve vhodné zvolenych kartézskych soutradnicich x, y, zspocakem v bodé 0. Rovnicim (2)
fikame pohyboveé rovnice pro ulohu n téles v absolutnich souradnicich.

Necht’ bod (téleso) m, je vyznamné napt. tim, Ze mé ze vech nejvétsi hmotnost (Slunce pro
planetarni soustavu; Zem¢ pro Mésic a dalSi umela télesa v gravitatnim poli Zemg).



Odvodime pohybové rovnice, pro pozorovatele na pohybujicim se bodé m,. Oznatme
r'i = r'0i podle (1) polohovy vektor bodu m vaéi m,. PiSme rovnice (2) nejprvepro i =0 a
poté pro ogtatni i. Dostaneme
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Ve 4 jsme nejprve od n s¢itanct oddélili s¢itance pro j =0 a poté jsme uvézili, Zze
ri =7 o =" r podle (1). Odectenim rovnice (3) od (4) dostaneme
é rr n-1 rr n-1 rr l:l
= oo i b G
@ g &% ﬁl =k & m—+am—-am-—3Y. ©)
€ o=y oga
e jri u

Zde jsme opét vyuzili (1) spolu se zavedenim jednoindexovych vektoru r'i. Vydélme
z podedniho stitance zvla&’ i-ty ¢len. Dostaneme
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Prvni stitanec této rovnosti sdruzime s prvnim s¢itancem pravé strany v (5) a druhy s¢itanec
podobné s druhym v (5). Ziskame (5) ve tvaru
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Jedna se 0 3x(n- 1) diferencidnich rovnic 2. ¥adu pro nezndmé r, (t) =[x, (t), h, (t), z, (t)],
i =1, ..., n- 1 funkce zavislogti relativni polohy i-tého bodu vaci (pohybujicimu se) bodu m,
napt. ve zvolenych kartézskych souradnicich x;,h,, z, spoc¢akem v m,. Témto rovnicim
tikdme pohybové rovnice pro ulohu n téles v relativnich souradnicich. VSimnéme si, Ze leva
grana (6) (anulovana) by byla pohybovou rovnici pro problém dvou téles m, a m

(keplerovskou). Pravd strana v (6) vyjadiuje tzv. ruSivé zrychleni ostatnich n- 2
téles.Speciani pripad pro Ulohu 3 téles: Rovnice (6) pro i =1 ai =2 pak dava
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.Pro praxi dalezity je pripad tzv. omezené Ulohy tii téles, kdy predpokladame, ze m, ® 0
(umele vyrobené kosmické téleso vici Zemi a M¢ésici, event. Slunci zanedbatelné hmotnosti).
Pak (7) prejde do tvaru
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Prvni rovnice (8) je pak keplerovska rovnice pro téleso m, pii umisténi pozorovatele do
centra m,. Druha rovnice (8) je rovnice pro minitélisko ovlivnéna rusivym zrychlenim télesa
m, naprave strang.

Nejpouzivangjsi matematicky model (8) je pro téleso m, coby Zemi, téleso m, coby Mésic
(eventuding Slunce) a télisko m, coby uméla druzice (kosmicka raketa). Jestlize ji navedeme
do roviny drahy Mésice kolem Zemé, bude se v této roviné trvale pohybovat, protoZe se
zachovévé celkovy moment hybnosti ke sttedu hmotnosti soustavy. Model (8) pak tvori dvé
diferencialni rovnice 2. tadu pro nezndmou vektorovou funkci r,(t) =[x, (t),h,(t)],
popisujici polohu

U
télesa m, (Mésice) v rovingé pohybu xh
dané stiedem centra (Zeme) a navadécimi
rychlossmi  a neznamou vektorovou

funkci 1, (t) =[x, (t),h,(t)] popisujici

polohu télesa m, (druzice) v téze roving,

vzdy vici stiedu centra (Zemg). Osu x

souradnicové soustavy volime tak, aby

prochazela bodem navedeni télesa m,
: (viz obr.). Ztgme je
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Vektorové diferencidlni rovnice (8) pak prejdou do (dvojnésobného poc¢tu) skalarnich
diferenciénich rovnic tvaru
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Pri oznaceni funkci x, =x,h; =X,,X, =X;,h, =%, a zavedeni funkci Xx,,; =X,
i =1, ..., 4, lze soustavu ¢tyt rovnic druhého f&du prevést na soustavu osmi rovnic prvniho
f&du tvaru
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Tento tvar 1ze napsat formalné vektoroveé jako
k=1 (x).

Stvarem funkce f (x) =[f, (x), ..., f;(X)]" vstoupime do software v MATLABuU a pro teeni
soustavy diferencidlnich rovnic vyuZijeme procedury ODE23 nebo ODE45. Pocétecni
podminky x(0) = [x(0), ..., %,(0)]" budou nésledujici:

1. Polohoveé protéleso m, (Mésic)
%(0) =x,(0) =r,, cosb,,; x,(0)=h,(0)=r, sinb,, .

Parametry r,, a b,, je urc¢ena poloha Mésice (télesa m,) v¢ase t =0 - viz obr. (tedy
v okamziku navedeni druzice m,)

2. Polohové pro téleso m,
%;(0) =x,(0) =1, ; %,(0) =h,(0)=0.
Parametrem r, je uréena vzdalenost bodu navedeni druzice od stiedu centra (Zemg)

3. Rychlostni pro téleso m,

%5(0) =%(0) = v,, COS?—; +Dby, g; xs(0) =H,(0) = v, sin% +b, %

Parametrem v,, je uréena (okamzitd) rychlost Mésice (t€lesa m,) vici centru. Scitanec %

v argumentu goniometrickych funkci znamend, Ze rychlost je (pfiblizné) kolma na
pravodic.



4. Rychlostni pro téleso m,

x,(0) =3%,(0) =v,cosb ; x,(0)=H,(0)=v,sinb.

Parametry v, a b je urcen vektor \'/0 navadéci rychlosti druzice (télesa m,).

Poznamky:

1)

2)

3)

4)

Mé&li byt simulace redlnd, je ¢asova z&kladni jednotka (sekunda) piilis malé

Zavedeme proto nezavisle proménnou t jako t :ti, kde t je pavodni ¢asova
k

proménna v sekundach a t, konstanta udévajici kolik sekund maji nové casové
jednotky. Napt. je-li t v hodinéch, je t, =3600, je-li t vednech, je t, =86400. Pro
kazdou diferencovatelnou funkci f potom plati

df _df dt _1df

dt dt dt ot dt

Misto ¢asovych derivaci % = % do levych stran diferencialnich rovnic dosazujeme

1 dx 1
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t, odt ot
Vytkneme-li na pravych stranéch diferencidnich rovnic velicinu k m,, objevi se ve

druhych s¢itancich pomér hmot M- p . Pro modelovou ulohu Zemé — Mésic — malé
m,

téleso je % = 0,0123 (Mésic je 81,3 krét lehci ne? Zems). Parametr K =k m, ma
m,

pro Zemi hodnotu
K =6,67X0 " >5,97x0* =3,98x10" m’/s* =3,98X0* Mm*/s”. Zavedeme-li
konstantu K ¢iselnou hodnotou 3,98X0°“, vyjadiujeme vzdalenosti (polohové
souradnice, jez jsou vysledkem feSeni soustavy diferencidnich rovnic)
v megametrech.

Hodnoty r,, av,, vyskytujici sev pocatecnich podminkach pro téleso m, (Mésic) Ize
volit (pokud nezname presnéjSi hodnoty) jako stiedni vzdélenost Zemé-Mésic a
stiedni rychlost pohybu Meésice kolem Zemé& pro pripad kruhové drahy. Tyto
parametry jsou r,, =384Mm, v,, =1,022X0°Mm/s.

Pro ptipad modelu Slunce-Zemg-malé téleso by bylo p=3x10"° (Slunce je 330 000
krét hmotngj3i nez Zemg); K = 6,67 X0 " 5,97 X10** 330000 = 1,34X10%° m®/s’* =

=134Mm?*/ s*. Pocétesni podminky r,, av,, pro Zemi |ze volit opét ve tvaru stredni
vzdalenosti Slunce-Zemé a stiedni rychlosti Zeme¢ kolem Slunce pro pripad jeji
kruhové dréhy. Pak je r,, =149600Mm, v,, =0,0298 Mm/s.



