POHYB BODU V HOMO@ENNI'M GRAVITACNIM POLI S ODPOREM
LINEARNE ZAVISLYM NA RYCHLOSTI

SPECIFIKACE PROBLEMU
Z vysky h nad povrchem je vystielen bod
L [x,y] hmotnosti m startovaci rychlosti v, pod
elevacnim dhlem b. Odpor vzduchu
aproximujeme silou lineérn¢ zavisgjici na
rychlosti pohybu skonstantou Umérnosti
k [kg s‘l] . PopiSeme pohyb bodu a ur¢ime
X maximalni vysku vystupu H a délku doletu
D D. V obecné poloze L o souradnicich x, y
(soufadnicovd soustava je 0sou X ha
povrchu Zemé a osay prochazi startovacim
bodem) pisobi na bod tiha mg a slozky odporové sily linearné umerné prislusnym slozkam
rychlosti rovnéz s konstantou k.
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RESENI
Pohybové rovnice tedy maji tvar
ma,=-kv,, 1)

ma, =-mg- kv, 2
kde a,, a, jsou sloZky zrychleni orientovane kladn¢ vpravo a nahoru. Polohové pocatecni
podminky jsou

x(0)=0, y(0)=h ©)
arychlostni

v, (0)=v,, =V, cosb, v, (0)=v, =v, sinb. (4
Oznacime-li k = % prepiSeme pohybovou rovnici (1) jako

dv -
L=-Kv,.
dt
Separaci proménnych snaznatenim integrace mezi rychlostni pocéatecni podminkou
a obecnym stavem odtud méme

Vx\d \ ” t\
O =-kgt
Vyo VX 0
Provedenim integrace
In|—={=-kt0 v (t)=v, e~ (5)
VxO




. dx . . . : syt
Dosazenim v, = a separaci proménnych a naznacenim integrace mezi polohovou pocatecni

podminkou a obecnym stavem pak mame
X t B
CHx = v, g dt.
0 0

Provedenim integrace

x(t) =0 (1 e*t) (6)

=~

dv
Pohybovou rovnici (2) prepiseme podie definice a, = d_ty do tvaru

dv

, _
—=-g-kv,.

a0 g

Separaci proménnych snaznacenim integrace mezi rychlostni pocétecni podminkou a
obecnym stavem vznik&

Y dv, t‘t
Og+kv, Eﬂ

Provedenim integrace
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Dosazenim v, = d_st/ , separaci proménnych a naznacenim integrace mezi polohovou pocétesni

podminkou a obecnym stavem dostaneme
y\ 1 t\ 1, -k
y :Ed(g +k v, )e" - g]dt .
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Provedenim integrace

1ég+kv " u
Y(t):h+ft_§_Ty0(1' e kt)' gt g 8
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Rovnice (5) + (8) popisuji ¢asové zavislosti polohy a rychlosti bodu. Rovnice (6) a (8) tvori
parametrické rovnice balistické kiivky ve zvoleném souradnicovém systému. Parametrem je
¢ast. Jeho vyloucenim zisk&me rovnici balisticke kiivky (obvyklou v analytické geometrii). Z
(6) plyne

e _ X gtz &
k Vo k Vo
Dosazenim do (8) ziskame
1¢ - X g kx [u
=h+= +kv,,)]—+=In1- —|, 9
y k gg yO)VXO k ‘ VxO H ( )




coz je analyticko-geometricka rovnice balistické kiivky. Bod maximalni vy3ky vystupu je
charakterizovan vektorem rychlosti vodorovného sméru. Podminkou dosaZeni tohoto bodu je
v, =0. Podle (7)

(g + lZvyo)e- ko = g,
kde t, je ¢as dosazeni tohoto bodu. Odtud

1, g
e (10)

Zigim¢ maximalni vyska vystupu je y-ovou souradnici bodu kiivky pro t =t,. Dosazenim
(10) do (8)

;\ c

1e .9 g
H= h+ +=In——m—
y( ) keyO k g+kVy00

(11)
Bod dopadu na povrch je charakterizovan podminkou y = 0. Déalka doletu D je pak x-ova
souradnice tohoto bodu. Vzhledem k (9) je feSenim rovnice

1_k_D

1é = D g
h+= +kv,.]—+=1In
kgg yO) k VxO

x0

=0. (12)
U

Jedna se o transcendentni rovnici, v niz nezndma D je jednak v linedrnim ¢lenu a jednak jako
argument logaritmu. V uzavieném tvaru analyticky neni tato rovnice reSitelna. Pri grafickém
feSeni by se jednalo o nalezeni x-ové soutadnice pruseciku linearni a logaritmické krivky.
Podle (12) plati

Osamostatnénim D z praveé strany odtud
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Tuto rovnici lze chépat jako iteracni predpis, pomoci néhoz z hodnoty D niZsi iterace
vycislime D iterace vySSi. Pokud proces konverguje, zastavime jej v pripadé, Ze se dvé po
sob¢ jedouci iterace 1iSi 0 méné nez predem zadan relativni chyba. Iteraci pred zastavenim
prohlasime za teSeni maximalniho doletu.

Pozndmka: Pro k =0 (Sikmy vrh bez odporu prostiedi) za jinak stejnych podminek musime
tlohu fesit analogicky, le¢ od samého po¢dtku znovu. Pohybové rovnice (jako piislusné
modifikace (1) a(2)) maji tvar

Jgjich prvni integraci ziskame
Vy (t) =V Vy (t) = VyO - gt (13)

adruhou integraci



Xt)=vot,  y(t)=h+v,t- %tz. (14)

Rovnice (14) jsou parametrickymi rovnicemi balistické kiivky. Parametrem je ¢as t. Jeho
vyloucenim ziskame

y(x)=h+-2 x- -9 2 (15)

2
VxO 2VxO

coZ je rovnice paraboly. Podminka dosazeni maximalni vysky vystupu je v, =0. Jestlize t,
je ¢as dosaZeni tohoto bodu, je podle (13)
Yyo
g
Pak ztgimé H = y(t,). Dosazenim do (14) zisk&me po Upravé

t, =

V2
H=h+22, (16)
29

Pro dolet, podobng jako vy3e plati y(D) =0, takZe podle (15)

v
h+2 p-—2_ p?=o.
VxO 2VxO

Prisludny dolet jest kladny koten této kvadratické rovnice. Je tedy

- VSO (v, + V2 + 2gh). (17)

Zaporny koren se znaménkem minus u druhého s¢itance zavorky forméné urcuje prasecik
paraboly s osou x vlevo od startu a nema fyzikani vyznam.




