POHYB BODU V CENTRALNIM POLI SIL

SPECIFIKACE PROBLEMU

Centrdni silové pole je takové pole sil, kdy v libovolném bodé prostoru nositelka sily
pusobici na pohybujici se bod prochézi pevnym bodem v prostoru (tzv. centrem silového
pole)

Pozndmka: Znamou aplikaci tohoto druhu pohybu je pohyb planet kolem Slunce resp. druZice
kolem Zemé. Stred velmi hmotného télesa (Slunce v pripadé planet, resp. Zem¢ v pripadé
druzic) je centrem ve smyslu piedchozi definice, kterym stéle prochézi nositelka gravitacni
sily na ,,bod“ pusobici. Velikost gravitaéni sily F je podle Newtonova gravitacniho zékona

rovna F =k M—Zn kde M je hmotnost centra, m hmotnost bodu ar vzdalenost bodu od stiedu
r

centra. Veliginak = 6,670 ™" [m3 kg™t s‘z] je univerzalni gravitaéni konstanta.

RESENI

Druh& impulzova véta tvrdi, Ze ¢asova derivace momentu hybnosti pohybujiciho se bodu
k pevnému pocétku je rovna momentu vyslednice sil na bod pusobicich k témuz pocétku.
JestliZze za pevny pocatek bereme centrum centrdniho pole sil, je moment vyslednice k nému
nulovy. Podle impulzové véty musi moment hybnosti k nému byt konstantni. Vektor
momentu hybnosti je kolmy na rovinu uréenou polohovym vektorem a vektorem rychlosti
bodu. Tao rovina tedy musi byt stdla (rovna roviné uréené navadéci polohou a rychlosti
bodu). Pohyb v centralnim poli sil je proto rovinnym pohybem.

Zaved'me do této roviny pohybu poléarni souradnice se stiedem v centru silového pole a
shlavnim smérem ve sméru k bodu navedeni (polohova pocétecni podminka). Pohybova
rovnice bodu ve vektorovém tvaru ma obecné tvar

ma=3 F.. D
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je podle (2) prava strana (3) nulova. Vyraz

dj
2w=r? 4
pm (4

je proto konstantni.
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Veli¢ina W:%% se nazyva plodna rychlost (vzhledem k centru). Jeji definice je

w:z—f‘[mzls], kde dA je plocha opsana

pravodicem bodu L za ¢as dt. Tuto plochu lze
pocitat (az na diferencidlné malou veli¢inu
druhého tadu) jako plochu trojahelnika CLM,
jenz ma jednu odvésnu délky r a druhou délky
rdj (jako kruhovy oblou¢ek na polomeru r

prisluegjici k Uhlu dj ). Plochu dA ur¢ime jako

plochu tohoto trojuhelnika, tedy
dA= % r xrdj . Odtud vztah (4) ihned plyne.

Poznamka:

1) ZeSeni pohybové rovnice bodu (1) vtransverzalnim sméru byla odvozena poucka:
Plodna rychlost bodu pii pohybu v centrdnim poli sil je konstantni. Tento fakt je znam
jako druhy Keplerav zakon.

2) V3mnéme si, Ze pro odvozeni tohoto zakona nebylo potieba znat konkrétni tvar funkce
velikosti sily navzdalenosti od centra. Tento zakon by platil pro jakoukoliv zavislost.

Formulujme nyni pohybovou rovnici (1) do radidniho sméru. Zde (v zaporné orientovaném
radidlnim smeéru) pusobi Newtonova gravitacni sila. Po dosazeni z gravitacniho zékona a ze
vztahu pro radidini sloZzku zrychleni dostaneme po zkraceni hmotnosti diferencidni rovnici
tvaru
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Druhy stitanec leve strany (5) Ize prepsat jako 4Vg a pohybovou rovnici pak natvar
r
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Zaved'me novou funkci u :E, kterou budeme chapat jako funkci nezavisle proménné |
r

(druh& polarni souiadnice), jeZ je sama funkci ¢asu. Bude tedy zavedeno
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Derivujme tuto rovnici podle ¢asu
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Derivujme tuto rovnici podruhé s vyuzitim vztahu w = konst.
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To je lineérni diferencidni rovnice Il. f&du skonstantnimi koeficienty (dokonce bez ¢lenu
sprvni derivaci) skonstantni stranou pro neznamou funkci u(j ). Obecné feSeni homogenni

rovnice je ziejmé u,, (j ) =C,cog +C,sinj (koreny charakteristické rovnice | ,, =+i) a
kM

partikulérni feSeni u,, (p) =——- . Obecné feSeni (10) je proto
W

uG ) =50 +C 008 +Cysinj | (11)
W

kde integracni konstanty C, a C, urc¢ime z poc¢étecnich podminek (bodu arychlosti navedeni

na dréhu v centrdnim poli). Je treba urcit

U a 3—_”|,. . jestlize klasické pocétesni
/

podminky pro rovnici (6) funkci r(t) jsou

t,., =T, (vzddlenost bodu navedeni od

X 1
r .
C Lo Lo Va centra) a %h:o =V, (vektor rychlosti

navedeni).

Protoze hlavni smér polérnich soutradnic byl volen na navadéci bod L, jsou ekvivalentni tyto
polohove pocétecni podminky:



(12)
Rychlostni poc¢étecni podminku uréime z vyraza pro radidni a transverzalni slozku rychlosti,
které plati i pro pocéecni ¢as (a Uhel j ). Pfitom podle obrézku zieime v,|,., =V, cosb a

V,| ;2o =V, SiNb . Proto plati

dr
Vr|t:0 = EL:O =V cosb ’ (13)
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kde v, je velikost navadéni rychlosti a b navadéci Uhel (viz obrézek). Podle (8) ovsem (13)
piepiseme jako
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apodle vztahu pro plodnou rychlost (14) zase prepiSeme na

j =0 (15)

. dj 2w
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t 0
Prodélenim rovnic (15) a(16) (v tomto poradi) ziskame konet¢né
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cotgb =- IL o Ty
odkud
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Pocéaecni podminky (12) a (17) aplikujeme na eSeni (11) a jeho derivaci
3—_” =-Csnj +C,cos . (18)
/
Dosazenim t =0 do (11) ziskame s ohledem na (12)
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Dosazenim t =0 do (18) ziskame s ohledem na (17)
du cotgb
SH0)=C,=- 282 (20)
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Dosazenim konstant (19), (20) do (11) mame konkrétni feSeni pohybové rovnice ve tvaru

ulj )= 1 :kM+a§_l_ kMQcosj _ cotgb

rG) 4w gro AW g r
Proved’me nyni transformaci linedrni kombinace sint a kosini na kosinus fazové posunuty.
Zavedeme-li konstanty A a g jako

sinj . (21)
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dostaneme podle (21)
A
_— 1 _ kM
I'(] )_ k M 4\/\/2
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To je polarni ohniskovéa rovnice kuzelosecky o parametru
_ 4w

= 23
P=i (23)
numerickeé vystiednosti
.2 2
e=ﬁ ge'—l-kM9+COt%b:pA (24)
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a pericentrem (bodem nejblizSim k centru) v uhlové odchylce -g od sméru bodu navedeni.
Podle (16) navic je

aw? =12 v, sin’b . (25)
Dosazenim do (23) a(24) dostaneme po Upravé
_Ts Vo sin’b
k M
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Z pocéaecnich podminek r,, v,, b a hmotnosti M centra uréime typ kuzelosecky (e =0

kruznice, el (0.1) elipsa, e =1 parabola, e >1 vétev hyperboly) i jeji rozméry. Pro kruznici

je p=R (polomer kruznice), pro parabolu je jeji parametr uréujici velicinou. Pro elipsu a

2 [ A2 2
hyperbolu plati p = %, e :g = aTmb’ kde a, b jsou poloosy, e délkova vystiednost.

Horni znaménko plati pro elipsu, spodni pro hyperbolu. Odtud

(27)
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kde horni znaménko opét plati pro elipsu a spodni pro hyperbolu.



Uvazujme nyni smér navedeni kolmo k pravodi¢i navadéciho bodu, tedy Uhel navedeni

b= % . Z (24) a(25) dostaneme pro tento pripad gtz:otg% = 09
a

4w’ 1= v

= -1, =0 nebo p. 27a)
kMr, kM J P (273

e

Pro danou navédéci vzdalenost r, je e (pro v, >0) rostouci funkci navadéci rychlosti.
Urc¢ime, pro jakou rychlost v, je e =0 (kruznice) apro jakou je e =1 (parabold). Ziejme

e=0U0 v, = /kM =v,,
r0

kM
1

e=10 v, =+2 =V2v, =v,. (28)

0
Navadéci rychlosti v, v (28) fikdme prvni kosmicka rychlost (prislusgjici k centru M a
navédéci vzdalenosti r,). Rychlosti v, =+/2v, Fikédme druh4 kosmicka rychlost.

Pfi navadécim uhlu b :% (tzv. vodorovny vrh) je pro v, =v, traektorie kruhova, pro

v, 1 (v,,v,) trajektorie elipticka s bodem navedeni v pericentu, pro v, =v, je trajektorie
parabolickaapro v, >v, jedrahou vétev hyperboly (blizni k centru). Pro el (- 1,0), ¢éemuz
odpovida v, T (0, v,), je drahou rovnéz elipsa s bodem navedeni v apocentru (nejvzdalengjsi
bod od centra)

Poznamky:

1) Rychlost v, Ize také chapat jako rychlost rovnomeérne
se pohybujiciho bodu po kruhové dréze kolem stiedu
centra hmotnosti M. Na bod ptasobi pouze Newtonova m
gravitatni sila. Pohybova rovnice rozepsana do an
normalového sméru je M r,

mM

e

ma, =k

2
Pro normalové zrychleni pii kruhovém pohybu zigjme plati a, = Y. Proto
r0

Pohybové rovnice do sméru te¢ny matriviani tvar 0=0.

2) Rychlost v, Ize rovnéz chapat jeko rychlost svislého vrhu ve i
i ~ . II
vzdalenosti r, od stfedu centra nutnou k dosazeni (bez prisunu

energie pii zanedbani pasobeni ostatnich kosmickych téles) r,
teoreticky nekonecné vzdalenosti. Pouzijeme vétu o zmeéné Kinetické

energie mezi startem (poloha r, rychlost v,) a nekonecnou




3)

4)

vzdélenosti (rychlost nulovd). V priabéhu pohybu pisobi na bod pouze Newtonova
gravitaéni sila mitici ve sméru zgporného prirastku drahy (praci spotiebovavd). Véta o
zmeéné E, tedy dava
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Pro eliptickou (nebo kruhovou) dréhu mé& smysl hovotit o dob¢ obéhu T centra. ProtoZze
plodna rychlost je konstantni, plati wt = A, kde A je plocha opsan& pravodi¢em bodu za
Cast. Prot =T je A=p ab (plochacelé elipsy). Tedy

wTl =pab. (29
Podle (23) plati pro parametr elipsy
b? _ 4w’
=—=—. 30
Y (30)

Z(@30)P b=2w /ﬁ . Dosazenim do (29) po zkraceni w

/a
T=2pa |—.
P k M
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KM a kM

Umocnénim odtud

= konst.

Tento vysledek je znam jako Il1. Kepleruv zékon. Pro dvé télesa obihgjici kolem téhoz
centratak plati

5 5 2 2
T—g:T—g:konst.U géig &0
a & ehg édg

Kvadréty dob ob¢hu dvou téles kolem téhoZ centra se k sobé maji jako tieti mocniny
velkych poloosjejich eliptickych drah.

Pri kvantitativnim vycisleni napt. trajektorii druzic Zemé je

treba znai hmotnost Zemg¢. Urcime ji pomoci znalosti

poloméru Zemé R a povrchového gravitainiho zrychleni g, . F=mg,
Tiha mg, bodu na zemském povrchu je Newtonova R

pritazlivA sila na vzddlenosti r=R. Proto plati M
mg, =k Mm odkud

RZ



M= %R
Kk
Pro Zemi vychazi g,=981m/s*; R=6,378X40°m; k =6,67340"m’kg 's?, takze
M = 5,983 0% kg .

PRIKLAD

Uvazujme druzici Zem¢ navedenou na drahu ve vzdalenosti r =12000 km od gtfedu Zeme
(tedy 5622 km nad hladinou moti) startovaci rychlosti v, =6 km/s pod navadécim thlem
b =1rad (: 57,3°). Urcete tvar dréhy a v piipadé jeji elipticnosti jeji poloosy, dobu obéhu a
rychlosti druzice v perigeu a apogeu.

. rv, . . o sz
Re%eni: Z (25) pro plosnou rychlost mame w:7°smb, coz po dosazeni dava

w=30293km? /s. Dosazenim do (22) ziskdme g =2,01376rad =115° 22%9¢. Uhel
- g=2p - g=4,26943rad = 244° 37Q1¢ je pak Uhel, jenZ svird smér na perigeum drahy se
smérem na bod navedeni (z pélu poléarnich souradnic, jenZ jest ve sttedu Zeme). Dosazenim
do (24) (k =6,6740 * m*kg*s2, M =598340% kg) ziskame pro numerickou vystrednost

dréhy e =0,54475. Drahou je tedy elipsa. Jgji

B, parametr ma podle (23) hodnotu p=9198km.

b “a Podle (27) pak (horni znaménka) pro poloosy

\ elipsy dostavame a =13079km, b =10968km.

A gl e IE P Délkova vystiednost dréhy je podle své definice
/ e=ae =7125km. Podle  obrézku se

I— zakreslenymi  vyznamnymi body elipsy (S -

B, a stied, C — ohnisko = stied Zemg, P — perigum,

I, I, A— apogeum) a dalezitymi vzdalenostmi (r,

vzdalenost perigea, r, vzdalenost apogea od
stiedu Zem¢) dostavame

- =a- e=5954km r, =a+e=20204km.

Protoze polomér Zeme je r, = 6378 km, znamena to, Ze perigeum lezi pod povrchem Zemg.
Drahou tedy bude pouze elipticky oblouk mezi bodem navedeni a prvnim kontaktem se

zemskym povrchem. Pro dobu obhu (fiktivni) by podie (29) platilo T = P-2° = 14878 sec =
W

4 hod 7 min 58 sec. Podle (25) aplikované na perigeum a apogeum (to jest hlavni vrcholy

lo Ve _ TaVa

drahy, kdy b :%) dogtavame w= , kde v, je rychlost v perigeu a v,

vapogeu. Odtud v, 2w (x=P, A), takze ¢&iselné vychdzi v, =1017 km/s,
r

X

v, =3,00 km/s.



Poznamka: Podle (28) je ve startovaci poloze r prvni kosmicka rychlost v, =5,77 km/s a
druha kosmickarychlostv, =816 km/s.

PRIKLAD
Uvazujme opét télesa navedend v gravitacnim poli Zem¢ vodorovnym vrhem gﬁ =

vzdalenosti r =12000 km od stfedu Zemé na kuzeloseckové drahy postupné navadécimi
rychlostmi v, =3; 5; 5,77; 7; 816, 10 km/s. Popiste pohyb téles ve viech Zesti uvedenych
ptipadech.
ReSeni: Podle (274) je pro danou startovaci polohu numericka vystiednost drahy rovna

e =3,00702X0°% v} - 1.

Dosazenim zadanych startovacich rychlosti ziskame vysledky obsaZzené v nésledujici tabulce:

Cislo ptipadu 1 2 3 4 5 6
v, [km/ 5] 3 5 5,77 7 8,16 10
e -0,729 | -0,248 0,001 0,473 1,002 2,007

Z vysledku plyne, Ze prvni dva pripady vykazuji e <0. Jednd se tedy o eliptickou dréhu
s bodem navedeni v apogeu. Tieti piipad byl volen tak, aby navédéci rychlost byla na 3 platné
cifry rychlosti prvni kosmickou. Dréha by me¢la byt kruhova Ve skutecnosti e vychézi malé
kladné (nepatrné elipticka dréha s bodem navedeni v perigeu). Ctvrty pripad dava el (0; 1),
tedy klasickou elipsu s bodem navedeni v perigeu. Péty pripad byl volen tak, aby navadéci
rychlost byla na 3 platné cifry rychlosti druhou kosmickou. Draha by méla byti parabolicka.
Ve skutecnosti vychazi e o trochu vétsi, takze drahou je vétev hyperboly od paraboly se malo
lisici. Sesty piipad dava e >1, takZe drahou je klasicka vétev hyperboly. Podle (23) a (25)
ur¢ime plodné rychlosti druzice a parametry p jeji drahy pro jednotlivé piipady. Podle (27)
dale ur¢ime délky poloos drah (pro hyperboly je poloosa b fiktivni). Délkovou vystiednost
ur¢ime zvyrazu e=ae. Zvyrazii r,=a-e a r,=a+e urcime pro eiptické drahy
vzdélenost perigea a apogea od stifedu Zemé. ProtoZe hyperbola je neuzaviena kiivka, neni
pro ni r, definovana a r, =r (vzdaenost navedeni).Pro prvni ptipad je r, <r, (polomer
Zemg), takZe po navedeni touto rychlosti v dané poloze dojde ke kontaktu s povrchem Zemé a
drahou je vlastné jen elipticky oblouk. Pro eliptické drahy ur¢ime navic plochu elipsy
P =p ab, dobu obé¢hu Zeme podle (29) aze vztahu 2w=r, v, =r, vV, navic uréime rychlost
v obou hlavnich vrcholech eliptické drahy. Pro hyperbolické drahy ziejmé plati v, =v, a v,
neni definovana Doba periody T i rychlost v perigeu v, pro pfipad 1 jsou hypotetické
hodnoty, protoZe t&leso této polohy nedosdhne. Ciselné vysledky jsou shrnuty v nésledujici
tabulce:



Cislo pripadu 1 2 3 4 5 6
v [km? /] 18000 | 30000 | 34620 | 42000 | 48960 | 60000
p[Mm] 3,248 9,021 | 12,013 | 17,681 | 24,027 | 36,084
a[Mm 6,939 9,613 | 12,013 | 22,789 |5350,607 | 11,916
b[Mm] 4,747 9,313 | 12,013 | 20,073 | 358,551 | 20,736
e[Mm] 5,061 2,386 0,013 | 10,779 |5362,607 | 23,916
ro [Mm] 1,878 7,227 | 12,000 | 12,000 | 12,000 | 12,000
r,[Mm] 12,000 | 12,000 | 12,027 | 33579 - -
P[Mn?] 1035 | 2813 | 4534 | 14372 - -
T[s| 5749 9375 13097 | 34218 - -
T[h, ms] 1h35m | 2h36m | 3h38m | 9h30m - -
49s 155 17s 18s
v, [km/ 5 19,17 8,30 5,77 7,00 8,16 10,00
v, [km/ g 3,00 5,00 5,76 2,50 - -




