OBOUSTRANNA VAZBA BODU K DRSNE KRUHOVE OBRUCI
POLOMERU R UMISTENE VE SVISLE ROVINE

SPECIFIKACE PROBLEMU

VyieSime ulohu pohybu bodu vystartovavsiho ze
spodni polohy j =0 startovaci Uhlovou rychlosti
w, . Koeficient tieni (zapohybu) je f. Jedna se o
kruhovy pohyb bodu, na ktery krome¢ tihy a
normalové reakce pasobi jedt¢ treci sila. Tato
pusobi proti smyslu pohybu. Za predpokladu
naristani dhlu j puasobi tak, jak je uvedeno na

obrézku.
RESENI
Pohybové rovnice maji tvar
tt mra=-mgsnj - fN, (¢D)]
n. mrw?=N-mgcosj . (2

Obg rovnice jsou provéazany pres normalovou reakci. Jejim vyjadienim z (2) a dosazenim do
(1) ziskame vlastni pohybovou rovnici jako (m? 0)

rla+fw?)+g(snj +f cosj)=0. ?3)
2
Tuto rovnici Ize analyticky integrovat v oblasti polohy. Dosazenim a :% r dostaneme
/
2
dd"_" +2fw?=-29 (snj +f cog ). 4)
j r

Je patrno, Ze se jedna o linearni diferencidni rovnici prvniho t&du s konstantnimi koeficienty
a harmonickou pravou stranou pro neznamou funkci w?(j ). Vzhledem k zadanym
poc¢aecnim podminkam fyzikalni tlohy je pocatedni podminka pro ieSeni této diferencidlni
rovnice tvaru

w*(0) =wj . ®)

Obecné ieSeni (4) je souctem obecného eSeni w? (j ) homogenni rovnice (bez pravé strany) a
jediného odhadnutého (tzv. partikularniho) feSeni rovnice spravou stranou wZ(j ). ReSeni
homogenni rovnice je tvaru w’(j )=C €'’ , kde C je integrasni konstanta a | koten
charakteristické rovnice. Tato ma v naSem piipadé tvar | +2f =0, takZze jeji koren
| =-2f . Obecné ieSeni homogenni rovnice (4) proto je



Wi ()=Ce? ©)

pro libovolné redné C. Partikuldrni teSeni vzhledem k harmoni¢nosti pravé strany
odhadujeme v kvalitativné stejném tvaru jako je prava strana. Budeme jgj hledat ve tvaru

wi () )= Acos] +Bsinj (7
pro zatim neurcené koeficienty A a B. Uré¢ime je z podminky, Ze partikularni ¥eSeni (7) musi
byt feSenim rovnice (4). Dosazenim (7) do (4) ziskame identitu

cos (B+2f A)+sinj (2f B- A):-Zf%cosj - 29

=dnj ,
r

ktera musi byt spinéna pro libovolné | . Musi proto byt rovny koeficienty u cosj i u sinj
na obou stranach. Dostavame pro A a B tedy soustavu lineéarnich algebraickych rovnic tvaru

2f A+B=-2f 9.
r

_A+2fB=-29
r
Jgjim feSenim ziskame
a=p91-2f° B=-69 T
ri+4f?’ r 1+4f?2

Dosazenim do (7) pro partikulérni feSeni dostavame

. 2 . -
AL ):1+4f2%[(1- 2f%)cosj - 3fsinj ] . (8)

Podle (6) a (8) obecné ieSeni (4) matvar

W2 )=wh ) Wi )=C e +

2 914 2 . .
PYTE r[(1 2f )cosl 3fsmj]. 9

Integracni konstantu C ziskdme dosazenim j =0 do (9) a zohlednénim pocétecni podminky
(5). Dostaneme

w2(j )=wZ=C+ 2 g(1- 2f2),

1+4f2r
odkud
2 9
C=w?- —— _Z(1- 2f?). 10

Konkrétni feSeni pohybové rovnice (4), spliujici pocaecni podminku (5), ziskdme dosazenim
konstanty (10) do obecného teSeni (9). Ziskdme

W)= 28 2 e o2

9 M 2 )i - 2f i
1+4f2 7t u 1+4fzr[(1 2f?)cosj - 3f sinj ]. (12)

Zavislost kvadrétu uhloveé rychlosti na poloze je tedy pomérné sloZita ubyvajici exponencidla
s nasuperponovanou harmonickou funkci startujici pro j =0 zkladné hodnoty w/. Jeji



prub&h je mozno pro zadané parametry w,,r, f urcit vyvolanim prislusného souboru na této
strance. Nejmensi kladny nulovy bod j , té&o funkce je bodem zastaveni. Je ziejmeé, Ze pro
dostatecne velké w, maze tento bod j , byt vétSi nez 2p . Znamenato, ze hmotny bod opise
celou jednu ot&cku a zastavi se @z v prub¢hu dalsi. Vlivem tieni vSak dojde k zastaveni vzdy,
at’ je w, jakkoliv veliké
DalSi pohyb zalezi na poloze, v niz dojde k zastaveni. Necht' je to poloha j ,. K pohybu
v opaném smyslu dojde ziejmé prave kdyz tecné sloZzkatihy prevysi tieci silu (viz obrézek).
Mezni Ghel |, kdy opét dojde k pohybu je
ten, kdy

mgsinj , = f N. (12)
ProtoZze (statickd podminka rovnovahy do
sméru  normdly davd N =mgcos| ,,
dostdvame dosazenim do (12)

mgsinj , = f mgcos .
neboli (mg * 0)
tgi,=". (13)

Snadno |ze ovétit, Ze podobna situace nastane i v blizkém okoli | =p (v horni labilni poloze
bodu) a po piekondni n¢kolika ot&éek i v polohéch j =kp, kprirozené. Jestlize tedy
nejmensi kladny nulovy bod j , funkce (11) IeZi ve siednoceni intervalt (kp - j,, kp +] )
pro k prirozené, nedojde uz k dalSimu pohybu. V opacném pripadé dojde k pohybu v opaéném
smyslu (opacny smysl tieci sily) pii pocétecnich podminkéch j (0) =j ,, w(0) = 0. Pohybové
rovnice pak maji tvar

mra =-mgsinj +f N (opacna orientace treci sily)
mrw?=N- mg cosj (nezmenéno)
Vyloucenim reakce N a dosazenim za a :% d(;’_vz odtud dostaneme vlastni pohybovou
rovnici ve tvaru J
do‘l’j"z - 2fw? =2%(- snj +fcog ) . (14)

Tuto rovnici feSime pri pocétesni podmince w?(j ,) =0, kde j , je poloha zastaveni vyse
numericky ziskand. Metodika reSeni této rovnice je analogicka jako u rovnice (4). Koren
charakteristické rovnice zde je kladny. Vysledkem je feSeni w?(j ) tvaru na rostouci
exponencidlu nasuperponovana harmonicka funkce. Toto feSeni (zpocétku) roste. Nutno si
vk uvédomit, Ze se jednd o kvadrét Ghlové rychlogti. Po odmocneni w(j )=+/w?(j ).
Vlastni Uhlova rychlost (jeji prvni mocnind) ma z fyzikalni podstaty opa¢ny smysl (zdporné
signum).



Poznamky:

1)

2)

Z rovnice (2) vyplyva pro normélovou reskci vyraz

N =m(rw? +gcosj ).

Dosazenim z (11) ziskame prabéh normalové reakce v zavislosti na poloze do prvniho
zastaveni ve tvaru

N(j ):mrwj- 132?2[3f snj +2f2c;osj +(1+2f2)e-2fj ]

ProtoZe se jedna o oboustrannou vazbu (objimka navle¢ena na obrug) prendSi tato
vazba reakci libovolného signa.
ReZeni rovnice (3) v ¢asové oblasti neni analyticky v uzavieném tvaru mozné.

Zavedenim funkce w :% v3ak Ize (3) spolu stouto definici zapsat jako soustavu

dvou diferencidnich rovnic prvniho f&du tvaru

O(IJI_VtV:_ fw?- g(sinj +fcog ),

a9

dt

Zavedenim vektorovych funkci j " =[w,j | a f' :[- fw?- g(sinj + fcos ) w]
prepiSeme tuto soustavu na tvar

dj .
— =f ,

a-F0)

ktery pri pocéteeni podmince j T(0)=[w,, 0] lze numericky edit v MATLABuU
pomoci ODE23 nebo ODE45. Vysledkem tohoto feSeni je animace pohybu bodu
v Case, spustitelné z této webove stranky.



