OBJIMKA VAZANA PRUZINOU NA NEHLADKEM
OTOCNEM RAMENI

SPECIFIKACE PROBLEMU

Rameno c¢tvercového praiezu rotuje konstantni Uhlovou rychlosti w. Na ném je nasazena
objimka hmotnosti m s koeficientem tieni f mezi ni a sténami ramene. Objimka je vazana
k pevné ose rotace linearni pruzinou volneé délky |, a tuhogti k. V prab&hu rotace ramene

objimku podrzime v poloze dané volnou délkou pruziny a pustime zrelativniho klidu.
Popiseme relativni pohyb objimky po rotujicim rameni.
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Relativni vychylku x kétujeme od volné délky pruZiny (viz obr.). Silové U¢inky budeme
vyjadiovat v souradnicové soustavé X, y, zrotujici sobjimkou. Pohyb objimky rozlozime na
unasivy rotacni konstantni uhlovou rychlost w. Jemu odpovida jediny setrvacny Gcinek, a
sice odstrediva sila ve sméru osy x o velikosti m(l, + x)w?. Druhotnému posuvu po rameni se
zrychlenim & odpovida setrvacné sila m& v zdporném smeru osy x. ProtoZe rozklad pohybu
je obecny, je dalSim setrvaénym G¢inkem Coriolisova sila IEC = 2m(V\r/’ ;&) Protoze W a %
jsou kolmé vektory, ma velikost F, =2mw %X a smér kladné osy z Statickymi akcemi jsou
tiha ve sméru zaporné osy y, vratna sila pruziny ve sméru proti relativnimu pohybu (z&porné
osy X). Stejného sméru jsou i tieci sily f (N, +N,) od obou stykajicich se ploch. Statické
reakce N, a N, maji smér osy (vyrovnavatihu) a z (vyrovnava Coriliosovu silu). Jedna se o

v

prostorovou soustavu sil (prochézejici tézistém objimky). Pohyboveé rovnice maji tvar
x: m(l, + X)w? - kx- mi&- f (N, +N,)=0, @)
y: N;-mg=0, 2)
z: N,- 2Zmw x=0. (3)



Vlastni pohybovou rovnici ziskame vyloucenim reakci. Dosazenim z (2) a(3) do (1) mame
m&+k x+ fm(g +2w %) - m(l, + x)w?* =0.

Zavedenim vlastni frekvence W pridruzené netlumené kmitavé soustavy hmotnosti m a

tuhogti k, tedy
w= % @
m
ziskdme pohybovou rovnici ve tvaru

g+ 2f wik+(W2 - w?)x=1,w?- fg. )

Pro nezndmou funkci x(t) se jedna o diferencidlni rovnici 2. f&du s konstantnimi koeficienty

a konstantni pravou stranou. Rovnice (2) je kvalitativné stejnd jako rovnice tlumeného
kmitavého pohybu buzeného skokem (konstantou). ProtoZze model byl postaven na
piedpokladu pohybu objimky vpravo po rameni nemuzZe byt konstanta na pravé strané (2)
zépornd. Jestlize by vychazela zaporna, znamend to, Ze tieci sila od tihové reakce prevysuje
oddgtiedivou silu. V tom pripadé objimka zistane v relativnim klidu (,,neodlepi“ se od
ramene). Podle (2) se jedna o piipad, kdy

W<\/?. (©)]

Neni-li spinénarelace (3) reSime (2) béZnou metodou pii trividnich pocéatecnich podminkach

x(0)=0; %(0)=0. 4
Pro obecné ieSeni plati

X(t) = x,, (1) +%,(t) . (5)
Homogenni eSeni matvar podle kotrent charakteristické rovnice tvaru

12+2fwl +(W2-w?)=0.
Diskriminant je
D = 4(f2w? +w?- W2).

Mezni ptipad nulového diskriminantu dava

w2(f2+1)=w? 0O w= w_ (6)
JfZ+1
1) Prow< \/\ivi je diskriminant zaporny a kotreny charakteristické rovnice jsou
fe+1
|, =- fwxiyW2-w?(f2+1).
Obecné teSeni homogenni rovnice k rovnici (2) proto matvar
x,(t)=e ™ (C ,cosW,t+C,snW,t). (7)

Zde C, a C, jsou integracni konstanty, které na zavér urc¢ime z pocatecnich podminek a W,
je thlové frekvence, pro niz plati



W, = JW? - w?(f? +1). ®8)

ProtoZe nula neni kotenem charakteristické rovnice, odhadujeme partikularni feSeni také jako
konstantu. Tato konstanta musi spliovat rovnici (2). Musi tedy byti

l,w?- fg
XP (t) ° Xst = W = konﬁ (9)

Dosazenim (7) a(9) do (5) ziskdme obecné eSeni jako
X(t)=x, +& """ (C,cosW, t+C,snW, t). (10)

Casovou derivaci pak
A(t)=e "™[- fw(C,cosW,t+C,sinW,t)+W, (- C,SnW, t+C, cosW,t)] .

Dosazenim ¢asu t =0 do podednich dvou rovnic a zohlednénim pocatecnich podminek (4)
dostaneme
x(0)=0=x,+C,P C, =-x,,
fw fw
&(O) =0=- fWCl+WD CZ b CZ :WDC]':- WDXS

Dosazenim vypocitanych integracnich konstant do (10) ziskdme konkrétni feSeni (2)
vyhovujici trividlnim po¢atecnim podminkéam jako

. fw
X(t) = xg gl- e gecoswD t+——snW, tguu (11)
& e W, 2

kde W, je dano v (8) a x, Vv (9). Relativnim pohybem budou tlumené kmity kolem nové

statické rovnovézné polohy x, sfrekvenci W, (dobou periody T = Vzv—p). Tlumeni bude tim

D
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Dulezita pozndmka: ProtoZze matematicky model (2) byl postaven za piredpokladu pohybu
vpravo, plati vztah (11) pouze do prvniho extrému téo funkce s kladnou hodnotou nabyvani.
Pak by objimka byla v relativnim klidu v jakési extremalni hodnoté x = x, a nastal by zp&tny
pohyb. Museli bychom teSit model pii obrécenych tiecich silach. Pohybova rovnice by pak
mélatvar

&- 2f wi+(W? - w?)x=1,w?+fg,
kterou bychom teSili pii pocétecnich podminkéch
x(0)=x,; %0)=0.
Toto feSeni zachézi uz za rdmec tohoto textu. Na zavér téo duleZité pozndmky jedté urcime,
do jakého ¢asu t, plati feSeni (11). Zavedenim parametri A (amplitudy) a g (faze) vyrazy

A= |1+ f2w? :\/W§+fzwz
Wo Wo




W, f . W,
cosg=—2 = w . sin :1: 2l

AW+ f2w? A WE+f2w?
piepiSeme (11) do tvaru vyhodnéjsiho pro nalezeni prvniho extrému skladnym bodem
nabyvani (neboli prvniho kladného nulového bodu rychlosti). Tento tvar (11) je

x(t) = x, [I- Ae ™ sin(W, t+g)].

Derivaci pak
v(t)=&(t)=- Ax e "™ g fwsin(W, t+g)+W, cos(W, t +g)§.
Ziejmeé pro nulové body rychlosti plati
vit;)=0 O fwsn(W,t, +g)=W, cos(W, t, +g); j=0,1 ...
Tedy plati

w ~ w .
tg(Wot; +g)=—2 U Wt +g=arctg—>+jp.

Nejmensi kladny bod t. , kde je toto spinéno je pro j =1, tedy
J

t—ié Ctg%-g-i-pl;l
' WD-gar fw i

ReZeni (11) je platné pouze na (0, t,) .

2) Prow > je diskriminant charakteristické rovnice kladny a jeji koieny jsou

w
Jfi+1l

|, =- fww?(f2+1)- W2,
Obecné feSeni homogenni rovnice k (2) ma proto tvar
x, (t) =e ™" (C,coshW, t +C, sinhw, t), (12)

kde C, (i =1,2) jsou integracni konstanty apro W, plati vztah

W, = Jw? (2 +1)- W2 . (13)
Zde je nutné vzhledem k partikularnim feSeni rozlisit dva podptipady:

a) Necht W' w. Pak ziggm¢ Zadny koien charakteristické rovnice neni nulovy a
partikularni ma opét tvar (9). Vysledné feSeni ziskdme dosazenim (12) a (9) do (5).
Dostaneme

X(t) =x, +& "' (C,coshw, t +C,sinhW, t). (14)
Derivaci poté
v(t) = &(t)=e "™ [- fw(C,coshW, t+C,sinhW, t)+W, (C,sinhW, t +C, coshw, t)].

Dosazenim ¢asu t =0 do poslednich dvou rovnic a zohlednénim pocétecnich podminek
dostaneme



b)

x(0)=0=x,+C, b C, =-xg,

fw fw
%(0)=0=- fwC +W,C, b CZ:W_DCl:_XStW_D'

Konkrétni feSeni spliwjici triviédlni pocétecni podminky je potom

) ‘W
X(t) = X gl- e‘thgecoshWDH—Wsn hWDtgd, (15)
e e Wp al

kde W, jedanov (13) a x, Vv (9). ProtoZe (15) je na (0, ¥) rostouci, plati toto feSeni pro
libovolny ¢as.

Necht W =w (i tento pripad spada pod ptipad w > ). Potom pohybova rovnice

w
Jfi+1l

matvar

k+2f Whk=I,W?- fg. (16)
Opét plati

X(t) = %, (1) + X, (0). (17)
Charakteristicka rovnice je tvaru
1?+2fWI =0.
Matedy koieny
l,=0; 1,=-2fW.

Proto je

X, (t)=C, +C, e, (18)

Partikularni reSeni (vzhledem k tomu, Ze nula je jednoduchym korenem charakteristické
rovnice) musime odhadovat ve tvaru

X (t)=K't.
Konstantu K ur¢ime zidentického splnéni rovnice (16) timto feSenim. Dosazenim
dostavame
2f WK =I,W?- fg,

K = l,LW?- fg |
2fW
Partikularni reSeni proto je
(I,w?- fg)t
= _ 19
p oYY (19)
Dosazenim (18) a (19) do (17) ziskame obecné reSeni ve tvaru
I, W? - f
x(t)zCﬁuHCze‘“Wt. (20)

2fW



Derivaci
I

2—
&(t):owz—wvfg- 2 WC, &2

Dosazenim t =0 do poslednich dvou rovnic a zohlednénim trividlnich pocétecnich
podminek dostaneme

B _fg-1,wW?
X(O):O:C1+C2p Cl—'CZ—W
2 _ 2 _
&(o):o:M_ 2f WC, b CZ:M_
2 W (2f W)

Konkrétni eSeni pro tento piipad ziskame dosazenim uréenych integracnich konstant do
(20). Mame

X(t):(lowz' fg)(:a+ 1 (e-Zth_l):

u
: 21
2fw 2f W i ()
3) Podednim pripadem je mezni stav, kdy
w = W : (22)
JIZ+1

Diskriminant charakteristické rovnice je pak nulovy atato ma dvojnasobny koren
l,=-fw.
Obecné teSeni homogenni rovnice (2) je
x, (t)=¢e " (C,+C,t). (23)

Pro partikularni feSeni plati (protoZe zadny koien charakteristické rovnice neni nulovy) stale
(viz (9))

b = IOVV\\/IZZ—W]}] = kongt.
coz vzhledem k (22) dava

I, W2- f(f2+1)

T 9 = konst. (24)

Xp =

Dosazenim (23) a (24) do znamého vztahu X(t) = x, (t) + X, (t) ziskdme obecné fe3eni jako

| WP- f(f2+1 AW
x(t) =2 fz(v\f )9, i (C,+C,t). (25)
Derivaci odtud
i th fW N
&(t):e i &C, - (C1+C2t)u
e f2+1 0



Dosazenim ¢asu t =0 do poslednich dvou rovnic a zohlednénim trividlnich poc¢étecnich
podminek vznikne

L W?- f(f?+1)g L W?- f(f2+1)g
x(0)=0=-° fz\(Nz ) +Cp C=--=° fz\(Nz ) ’
&(O)=O=C2-f—WClb CZ:f—WC.

Jii+1 f241

Dosazenim do (25) za vypocitané integracni konstanty dostaneme konkrétni feSeni ve tvaru

Z fw
2 2 e -—tee o
_lowW?- £ (f +1)géL_e ey fw &

X(t) PRIV : §1+ Tt &]




