JEDNOSTRANNA VAZBA BODU K HLADKE KRUHOVE OBRUCI
POLOMERU R UMISTENE VE SVISLE ROVINE

ULOHA VNEJSIHO DOTYKU PRI POCGATECNICH PODMINKACH

V obecné poloze charakterizované polohou )  kona bod
kruhovy pohyb suhlovou rychlosti w a Udhlovym
zrychlenim a . Zrychleni ma tesnou slozku a, =rw?.
Statickymi  silovymi G¢inky  jsou tiha mg

anormalovareakce N.
RESENI
Pohybové rovnice jsou (smér tecny = vlastni poh. rovnice, smér normaly ® urceni N).
ma, = mgsin] L)
ma, =mg cosj - N 2
Po dosazeni za slozky zrychleni dostaneme
ra=gsnj , ()
N =m(gcosj - rw?). (4)
1dw? 6

> d + mezi startem a obecnou polohou ziskame
| o

Integraci (3) v oblasti polohy 835 =
e
P
> gw* =gcpinj dj
w32 0
odkud
w? )= 22 1- cog ) +wi. )
Dosazenim (5) do (4) pak ur¢ime reakci v zavislosti na poloze
N(j ):m[gcosj - 2g(1- cosj )- rwj]:m[g(Scosj - 2)- rwj]. (6)

Vzhledem k jednostrannosti vazba prenese pouze kladnou reakci. Mezni stav odpoutani bodu
od ramu je charakterizovan podminkou N =0, tedy podle (6)
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9o
Tato rovnice ma reSeni pravé kdyz jeji pravd strana neni vétsi nez jedna. Mezni pripad

reSitelnosti tedy je
o
== = \/a : (8)
9 o r

Je-li w, > \/g , odpoutd se bod od rdmu hned na startu. V opaéném pripadé az v takové

cos —ig @

poloze f , kdy podle (7) plati
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PRIKLAD

Automobilovy zévodnik piejizdi vrchol stoupani kruhového profilu poloméru r =200m
Urcete mezni rychlost v, odpoutani se od vozovky ve vrcholu stoupéni.

ReSeni: Podminka odpoutani pro j =0 (na startu) je podie (8) w, = \/g . ProtoZe zigimé

V,=rw,, je V,=+9gr. Po dosazeni g=98lm/s’, r=200m vychazi
V, =44,3m/s=159,5 km/ hod.

PRIKLAD

Z polohy j =0 pustime teoreticky z klidu (nepatrnou startovaci rychlosti) bod. Urcete polohu
f odpoutani od obruce (koule) polomérur.

ReZeni: Podle (9) pro w, =0 je poloha odpoutani
f = arccosg =48’ 11¢22,9¢.

Vaimnéme si, Ze tato hodnota nezavisi ani na polomeéru obruce (koule), ale ani na gravitacnim
zrychleni. Tato poloha je stejnd na Zemi, jako na Mésici ¢i Marsul.



ULOHA VNITRNIHO DOTYKU PRI POCATECNICH PODMINKACH
j (0)=0,w(0)=w,.
SPECIFIKACE PROBLEMU

Jedn& se opét o kruhovy pohyb bodu, na ktery pusobi tiha
mg a normalovareakce N.

RESENI
Pohybové rovnice maji tvar

t: mra =-mg sinj (20
n: mrw?=N- mg cosj (11)

Integraci (10) v oblasti polohy mezi startem a obecnou polohou | (v niZ je dhlova rychlost
w ) ziskame

j

r N
Egjwz =-gcpnj d
we 0
odkud
w? =w? - ?(1- cosj ). (12)

K zastaveni bodu dojde, pokud w = 0. Tomu podle (12) odpovida polohaj ,, pro niz

2
rwe

29
Tato rovnice mateSeni pravé kdyz jeji prava strana neni mensi nez minus jedna (obor hodnot
kosinu). Mezni piipad jeji FeSitelnosti tedy je

2
1- ng\]/o =10 wy, =w, :2@. (14)

W, - %(1- cosj ,)=0U cosj , =1-

(13)

Z (11) plyne pro reakci
N =m(rw? +gcosj ),
takZe po dosazeni z (12) jeji zavislost na poloze métvar

NG )= m[rwo2 - 2g(1- cosj )+ g cosj ]:m[rwo2 +9g(3cosj - 2)]. (15)



Vzhledem k jednostrannosti vazby tato vSak opét prenese pouze reakci kladného signa. Mezni
stav odpouténi se bodu je proto N = 0, coz vzhledem k (15) nastane pro polohu j ,, pro
kterou je

rwe 0
cosj , = —892 (16)
9o
Tato rovnice marteSeni prave kdyz jeji pravé strana neni mensi nez minus jedna. Mezni piipad

resitelnosti proto je
=w, =5 \fg . (17)
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Vzhledem k (13)az (17) tedy plati

1) Pokud w, £w,, = 2\/6 dojde k zastaveni bodu v poloze

= arccosg 'Wo 0 (18)
29 g
V opac¢ném piipadé nedojde k zastaveni nikdy (jedna se o Ulohu bez tieni)
2) Pokud w, £w,, = JE\E dojde k odpoutani bodu v poloze
], = arccos@gZ Wy % (29)
al

Se vzrustgjici startovaci uhlovou rychlosti w, argumenty obou arkuscosini v (18) a (19)
klesgji v (19) vSak pomal€ji. ProtoZe arc cos je klesgjici funkce, se vzrastajicim w,, pak j , i

j , roste, j , rovnéz pomaleji. Pro w, =0 je j ,, = arcosg % 48 . Existuje tedy w,, kde se
oba argumenty (atedyij, aj ,) vyrovnaji. Podminkou proto je

Wy a=2 Wy 9U rwe =2g. (20)

29 "3 9 o
Pro takové w, ziegme podle (18) a(19) j , =j , =p /2. Dogtavame tedy tento vysledek:

a Pro w, £w,, = 2\/§ (viz (20)) dojde drive k zastaveni bodu nez aby mohlo dojit
k jeho odpouténi od ramu. K zastaveni pak dojde v poloze j , dané vztahem (18).

b) Pro 2@ <w, < \/g\/g naopak dojde diive k odpoutani bodu od ramu nez by mohlo

dojit k jeho zastaveni. K odpoutani dojde v poloze j , dané vztahem (19).



c) Prow, > 5 \/g nedojde nikdy k zastaveni ani odpoutani a bod bude konat teoreticky

nekonecné dlouhou dobu popisovany (nerovnomérny) kruhovy pohyb.

Ve v&ech pripadech Uhlova rychlost v zavislosti na poloze je déna vyrazem (12) a reakce
vazby vyrazem (15).

Pomamka: ReSeni vlastni pohybové rovnice (10) v ¢asové oblasti neni mozné analyticky
V uzavireném tvaru. Tato rovnice se totiZ piepiSe do tvaru

+%sinj =0. 1)

2:

dj
dt?

Zavedenim funkce w = % Ize pohybovou rovnici spolu stouto definici zapsat jako soustavu

dvou (nelineérnich) diferencidlnich rovnic prvniho t&du tvaru

d_W:_gg'nj , dL:W_ (22)
dt r dt
Zavedenim vektorové proménné j T =[w, j | Ize soustavu prepsat na tvar
dj - T_€ 9. U
= = . fT =% Zdnj ,wy, 23
w-10) g Sl wy (239)

kterou pri pocétesnich podminkéch j ' (0)=[w,, O] Ize numericky FeSit napf. metodou
Rungeovou-Kuttaovou. V MATLABU Ize pouzit piikazu ODE23 nebo ODE45. Vysledkem
feSeni je animace pohybu v ¢ase spustitelna rovnéz z této webove stranky.



