DYNAMIKA BODU

POHYBOVE ROVNICE

Ze zkuenosti je znamo, Ze télesa (body) jsou schopny uvadét do pohybu, nebo menit jejich
pohybovy stav, na né¢ pusobi (statické) silové Gcinky. Kvantifikaci tohoto stavu je Newtonav
princip sily (2. princip klasické mechaniky)

d

—mv)=aF. 1

5 (MY) aF @
Veliginu H =mv nazyvame hybnosti hmotného bodu. Na pravé stran¢ stoji vektorovy
soucet (vyslednice) viech statickych sil na hmotny bod pasobicich. Je-li hmotnost hmotného
bodu konstantni, dostavame z (1)

ma=§ F . 2

Sougin hmotnosti a zrychleni & hmotného bodu ma rozmer sily — nazyvame ji zrychlujici
sila. Rovnici (2) nazyvdme pohybovou rovnici hmotného bodu ve vektorovém tvaru.
Fyzikaln¢ vyjadiuje ekvivalenci zrychlujici (dynamické) sily svyslednici sil statickych.
V technickych Ulohéch zavadime ¢asto opacné orientovanou silu

! r
D=-ma,

kterou nazyvame setrvaénou silou. Pohybovou rovnici (2) pomoci ni piepiSeme na

D+ F =0. 3

Tento vztah vyjadiuje rovnovahu setrvaéné (dynamické) sily svyslednici sil statickych.
Vektorovou rovnici (2) resp. (3) rozepisujeme Vv raznych vhodné zvolenych souiadnicovych
soustavach do jedné (Uloha na piimce), dvou (Uloha v roviné) ¢i tii (Gloha v prostoru)
skalarnich pohybovych rovnic.

Pro volny pohyb bodu po primce (kdy vSechny statické sily Iéi maji smeér této primky) ma
tedy jediné skalarni rovnice pohybu tvar

ma:é F (4)

kde zrychleni ptimocarého pohybu vyjadiujeme jednou ze tii z mechaniky | zndmych
zavislosti
2 2 L.
a:g:d_zlediéagvggl (5)

dt dt° 2 dx ¢ dxg
Dosazenim do (4) pii znalosti sil F. jako funkci rychlosti v, drahy x poptipadé ¢asu t ziskame
pohybovou rovnici ve tvaru diferencidlni rovnice, kterou pii znalosti poc¢étecnich podminek
x(0)=x, (dréhav ¢aset =0)a v(0)=v, (rychlost v dase t = 0) miZeme (nskdy analyticky,
vzdycky vSak numericky) fesit a ziskat tim znalost pohybu bodu, tedy zavislosti rychlosti na
case V(t), dréhy nacase x(t) arychlosti nadréze v(x).



Pro bod vézany k hladkeé (bez treni) rovinné ktivce, kdy viechny statické sily Iéi puasobi v oné
roving, rozepisujeme pohybovou rovnici (4) do dvou sméri. Nejvyhodnéji do sméru tecny a
normdély ke kiivce. Prisludné skalérni rovnice maji tvar

ma, = é Fe
ma, =3 F, . (6)

Pro te¢né zrychleni ziejme plati

dv _ dS 1dv? & dvj

8 === v -2 ™)

kde sje probéhnuta draha (po kiivce), v velikost rychlosti at ¢as. Pro normalové zrychleni
plati

an = (8)

kde R je polomér kiivosti kiivky v uvazované poloze (dané parametrem s). Pri znalosti
tecnych slozek F, statickych sil jako funkci v, s popripadé t ziskame prvni rovnici v (6),
jakozto diferenciani rovnici, ktera je tzv. vlastni pohybovou rovnici. Ve sméru tecny ke
kiivce, totiz dochazi k pohybu. Ve sméru normély k pohybu nedocha2| pro¢ez druha rovnlce
uréuje reakci vazby (kiivky) na bod. Jedna ze statickych sil F jetotiz i normalové reskce N
zndma z mechaniky |. Druh&rovnice v (6) ma podle (8) tvar

mv®

kde § F,. jesoucet normalovych slozek statickych akénich sil.

Odtud

N=- T +AF,. ©

Z této rovnice pii znalosti pohybu (po vyreSeni vlastni pohybové diferencidlni rovnice)
2

vyjédiime zavislost velikosti reakce N na ¢ase. Sila (dynamickd) - ma, =- se nazyva
odstiedivou silou. Orientace normdly je pritom do stredu kiivosti kiivky.

Pozmamka: Je-li kirivkou kruznice (velice casty pripad), je R=r (polomér kruznice) a
v=rw, kde w je thlova rychlost prislusného kruhového pohybu bodu. Tecné zrychleni je
pak a, =ra , kdea jeuhlove zrychleni kruhového pohybu.

Uvazujeme-li navic tieci Ucinek s koeficientem smykového tieni f, dostavame rovnice (6) ve
tvaru

mq:éFit- fN,



ma = F, - N. (10)

Vlastni pohybova rovnice je prvni rovnici, ktera oviem obsahuje reakci N. Proto je nejprve
2
nutno z algebraické druhé rovnice (10) urcit reakci N dosazenim za a, :VE a dosadit do

rovnice prvni. Ziskdme vlastni pohybovou rovnici ve tvaru diferencidni rovnice, kterou
feSime pri pocétesnich podminkéach s(0) = s, (drdhav ¢ase t =0) a v(0) = v, (rychlost v ase

t =0) podobn¢ jako u ptimocarého pohybu. Ze druhé rovnice (10) po vyieSeni pohybu lze
ziskat (podobng jako u hladké kiivky) zavislost reakce na case.

U volné rovinné kiivky je mozno vektorovou rovnici (2) (popiipadé (3)) rozepisovat do
slozek pevného souradnicového systému x, y. Pohybové rovnice pak jsou

max = é I:ix '
_©°
ma, =q F,, (11)

kde a, a a, jsou sloZky zrychleni a F,,F, sloZky staticke sily Iéi v tomto systému. Slozky
zrychleni |1ze vyjadiit jako
dv, _d’x _1dv; e dv,0

a = X = — =V o
T Tqt a2 2 dx & X dx g

. _dv, :dzyzidvj ® dvygl
boodt dt? 2dy§ Y dy &
Jestlize slozky F, zavisgji pouze na x,v, eventuelné t aslozky F, jen na y,v, eventuelné
t, Ize ob diferencidni rovnice fedit nezvisle. Ziskané zavislosti x(t), y(t) vzniklé jejich
feSenim tvotri parametrické rovnice rovinné kiivky, po niz se bod pohybuje. Vyloucenim

parametru (pokud to Ize analyticky udélat) ziskame analyticko — geometrickou rovnici drahy
vetvaru y(x).

Pohyb bodu je mozno sledovat i v soufadnicoveé soustavé, jez kond vzhledem k nehybné
soustavé 1 (spojené se Zemi) predepsany pohyb. MiZeme napi. pohyb bodu sledovat
Vv rozjizdgjicim se automobilu, vytahu apod. Jestlize rozklad pohybu

31=21+32,

kde 3 = pohyblivy bod, ktery sledujeme, 2 = pohybujici se soustava (spojena s vytahem atd.),
je obecny (tedy nezékladni), plati pro zrychleni absolutniho pohybu

1 1 1 1

aSl = a'21 + a‘32 + ac ' (12)
kde é21 je zrychleni unéSivého, é32 zrychleni relativniho pohybu (ur¢i se podle toho, o jaky
pohyb se jedna v konkrétni tloze). Zrychleni éc = 2\/{/2l ’ \'/32 je Coriolisovo zrychleni. Pokud
rozklad je z&kladni, a tedy unéSivy pohyb 21 je posuvem, je v521 =0 a tedy i 50 =0. Do
pohybové rovnice (2) resp. (3) nyni dosazujeme za zrychleni & zrychleni ém z (12).
Dynamicka setrvacné sila D, =- m&,_ =-2mw,,* v,, = 2m(¥,, " W,,) se nazyvé Coriolisova



sila. Pri znalosti unaSivého pohybu |ze rozpis pohybové rovnice (2) provést podobné jako pro
ptipad vyse, kdy vSechny veliciny byly rovnou vyjadiovany v souradnicovém systému 1.

ZAKONY DYNAMIKY BODU
Newtonuv princip sily 1ze chapat jako zadkon o0 zméné hybnosti v diferencialnim tvaru. Plati
totiz

' r
dH _d(mv):Ff, 13)

at  dt

kde F je vyslednice v&ech statickych sil na bod piasobicich. Separaci proménnych a integraci
odtud dostaneme

H el T r I
Q dH :QF tU H,- H, = Qth (14
r 2 .z v . - ay .
Veli¢iné napravo | :(‘:?F dt tikame (Casovy) impuls sily. Rozmérem veliciny je [Ns].

Rovnice (14) vyjadiuje zdkon o zméné hybnosti v integrélnim tvaru. Slovni formulace:
Vektorovy rozdil hybnosti bodu na konci a na pocéku déje se rovna impulsu vyslednice
statickych sil v prabéhu déje na bod pusobicich. Z rovnosti (14) plyne, Ze i rozmérem
hybnosti je Newtonsekunda [Ns]. Zakon pouzivame zejména tehdy, kdy impuls na pravé

stran¢ se snadno spocita Je-li napr. sila F konstantni (jako vektor, tedy co do velikosti i co
do sm¢ru) je (14) mozno piepsat jako

H,- H, =F(t,- t,).

Jeli sila F dokonce nulov4, je odtud ihned

1 1

H,=H,.

Je to tvrzeni kterému fikame véta o zachovani hybnosti, ktera neriké nic jiného, nez Ze bod
konstantni hmotnosti, na ktery nepusobi Zadn& sila se pohybuje rovhomérné primocare (s
konstantnim vektorem rychlosti v).

Podobn¢ jako pro silu byl definovan moment sily k bodu a k ose, definujeme i moment
hybnosti k bodu a k ose. Moment hybnosti k bodu A (viz obr.) je definovan vztahem,
(R LR N

L,=r"H=r"mv, (15
kde I je polohovy vektor
o v
= : v H
La 7
A

S p0catecn|m bodem A a koncovym bodem jako hmotnym bodem m. Vysledkem je volny
vektor L, . Rozmerem velikosti momentu hybnosti je [N ms] = [kgm? /.



Pozndmka: Podle pravidel préce svektorovym soucinem je vektor L A kolmy na rovinu
uréenou nositelkami vektora H a f (to je zde narovinu nakresny). Jeho velikost je

L,=rHsng, (16)
kde bez Sipky znac¢ime velikosti prislusnych vektort a g je Uhel, ktery sviraji nositelky obou
vektorovych ¢initelu (viz obr.). Smysl vektoru L A je dan pravidlem prave ruky. Polozime-li
pravou ruku na n&rtek tak, aby prsty smérovaly od vektoru FI k vektoru I-'I , pak palec
ukazuje smysl vysledku. Zde ukézany nacrtek déva smysl vektoru L, za nékresnu.

Moment hybnosti k ose o (viz obr.) je pramét vektoru momentu, hybnosti k libovolnému bodu
Atéosy (viz definice vy3e) do té osy.

Matematicky vyjadieno
L=5E) =854 1), an

kde & je jednotkovy vektor sméru osy o, pomoci néhoZ je uréena kladné orientace téo osy.
Poznamky: 1) Vysledny vektor I'_0 samoziejmeé nezavisi na volbé bodu A na ose o.
2) Vektor I'_0 méavzdy smér osy o. Jeho velikost (véetné znameénka) je rovna
L, =L, cosd, (18)
kde d je uhel, ktery svira osa o s nositelkou vektoru L A (vizobr.)

3) Snadno lze ovérit, Ze souradnice vektoru I'_0 k pocdtku O kartézského

souradnicového systému (uréeného podle definice momentu hybnosti k bodu)
jsou velikosti momentt hybnosti L., L,,L, kosdm tohoto kartézského

x1 =y =z

systému (uréené podle definice momentu hybnosti k ose).

4) Jou-li osa 0 a nositelka hybnosti H dvé kolmé mimobszky o nejkrats
vzdalenosti r (nej¢astejsi pripad vypoétu momentu hybnosti k ose), je velikost
L, rovna



L,=Hr (19)

asmysl I'_0 je dan pravidlem pravé ruky. PoloZime-li pravou ruku na n&értek

(viz obr.) tak, aby prsty ukazovaly smysl vektoru I-'I , Ukazuje palec na ose
smysl vysledku.

0

Derivujme vztah (15) za predpokladu konstantni hmotnosti podle ¢asu. Dostaneme

db, df. r.r. _dv
=— mv+r m—.
dt ot dt

Podle kinematické definice % =v (rychlost bodu) a % =& (zrychleni bodu). Tedy je

d, r., r r, r
=v :
dt
Podle (16) je prvni s&itanec vpravo nulovy, protoZe vektory v a mv jsou rovnobZné (a tedy
g = 0). Pri konstantni hmotnosti podle (13) je ma = F . Proto

i f
dt
Soucin vpravo vyjadiuje moment vyslednice statickych sil k bodu A. Je tedy

dL, r
th =M,. (20)

ProtoZe jednotkovy vektor 6 osy o je na &ase nezévisly, |ze skaldrnim pienasobenim vyrazu
(20) ziskat analogicky vztah pro (velikost) momentu k ose ve tvaru

dL
° =M,. 21
@ Mo (21)

Vyrazy (20) a (21) vyjadiuji zdkon o zméné momentu hybnosti (k bodu nebo k ose)
v diferencidlnim tvaru.

Separaci aintegraci z (20) resp. (21) dostaneme



r t, I N \tzr
QdLZqutU LZ-LIZQMdt. (22)

Velicing vpravo tikame (¢asovy) impuls momentu vyslednice statickych sil. Je pritom
Ihostejné, zda se jedna o moment k bodu nebo k ose. Vztah (22) plati pro oba typy momentt
ov3em pro moment hybnosti vievo i moment sily vpravo vzdy ke stejnému bodu (ose).

Rovnice vyjadiuje zakon o zméné momentu hybnosti vintegrdnim tvaru. Slovni
formulace: Rozdil momenta hybnosti k nehybnému bodu (ose) na konci a na zacatku déje se
rovna impulsu momentu vyslednice statickych sil v prubéhu déje na bod pusobicich (ke
stejnému bodu nebo ose). Z&kon pouzivame zejména tehdy, kdy impuls na pravé strané se
snadno ur¢i. Je-li vysledny staticky moment konstantni (jako vektor), je

L-L=M(t,-t,).

Je-li moment sily nulovy, dostavame odtud
L, =L,

kterému tikame véta o zachovani momentu hybnosti.

Pozndmka: Moment sily k bodu je nulovy nejen pro nulovou silu, ale i pro nulové rameno,
tedy kdyZ sila stéle piislusnym bodem prochézi. To je pripad tzv. centralniho pohybu, kterym
se fidi pohyb planet kolem Slunce nebo druZic kolem Zemg. Stejné tak moment sily k ose je
nulovy nejen pro nulovou silu ale i pro pripad, Ze osa o s nositelkou sily jsou rovnobézné
nebo ruznobézné primky.

Za predpokladu konstantni hmotnosti z (13) plyne

v I
mﬂ =F.
dt
Skalarnim piendsobenim vektorem df vzhledem k definici rychlosti odtud plyne
1 1 r
M dll = ma¥ <A = ml sl = Fdl
dt dt
Protoze ziggme
Lave =La(l )=Vl
2 2
aprotoze F>dr je element prace dW, mame odtud
r
Mav? = F il
2
| ntegraci
m" "o 1,

E, =—mv-, (23)



dostdvame odtud
E.,- E,=W. (24)

Rozmérem kinetické energie (stgjné jako préce) je Joule (= kgm? / s?).
Rovnice (24) vyjadiuje zdkon o zméné kinetické energie. Jeho slovni formulace: Rozdil
kinetickych energii mezi dvéma polohami bodu (danymi polohovymi vektory Fl a Fz) je
roven praci vyslednice statickych sil na bod pusobicich v pribéhu jeho premistovani mezi
zminénymi polohami.
Poznamky: 1) Zatimco z&kony o zmeéné hybnosti a momentu hybnosti jsou vektorové (atudiz

se rozepisuji do smerit) zakon o zmeéné kinetické energie je skalarni.

2) Pro Uspédné poutziti zakona je tieba vyslednou silu znat jako funkci polohy,
véetné tvaru dréhy, po které bod premistujeme.

V mechanice se setkédvame rovnéz se silami, u nichZ préce nezavisi na tvaru drahy (coz je
ekvivalentni stvrzenim, Ze préce takove sily po uzaviené dréze je nulova). Takové sily
nazyvame konzervativni (potencialni).
Necht existuje ve zvolené soufadnicové soustavé funkce E,(x,y,z) - tzv. potencidlni
energie bodu, Ze pro slozky sily v této souradnicové soustaveé plati

_TE. T _TE
xSy Tz
Pak pro tuto souradnicovou soustavu je

F

T
U F=-gradE,.

r E E E
dW:FXdrr:Fde+Fydy+FZdz:-ﬂ > gy pdy-ﬂ “dz=-dE,,
fix Ty 1z

kde na pravé strané stoji totalni diferencidl potencidlni energie. ProtoZe pro konzervativni silu
1
dW =-dE,, je prirastek potencialni energie kompenzovan praci spotiebovanou silou F a

naopak silou vykonana prace znamena stejny Ubytek potencidlni energie pri prechodu
pusobi&té sily z jedné polohy do druhé. Integraci predchozi rovnice ziskame

"o
W= ,d: xar = - Oj Ep = Ep(X1’Y1’Z1)' Ep(XZ’yZ’ZZ)’
kde T, = [x.y.,z], i =1,2. Tato rovnice ve srovnani s (1.24) dava
En- EpZ(:W) =E, - By
odkud
E., +E, =E,, +E, =konst. (25)

Pi pohybu v silovém poli konzervativnim (potencialnim) je celkova mechanicka energie,
dana souctem potencidlni a kinematické energie, konstantni. Jedna se o zdkon zachovéani
celkoveé mechanis:kré energie. Potencidlni energii téZ nazyvame potencidlem prislusgicim
k silovému poli F(r) = [Fx(x, Y, z), F, (x, Y, z), F, (x, Y, z)] Protoze
e, o _ T __ 15

x 7 Ty ’ Iz



je
W, _TE 9w _ TE T, _ TTE 1 _ TE

v Wy Tz X2 X Ty 2 fyfz]
W, _ TE. T, _ TE
™ 2 Ty fzfy
Vzhledem k zdménnosti druhych smiSenych derivaci odtud plyne
1":x — 1-":y . 1":x — T":z . T":z —_ 1-":y
v % 2z % Ty Tz

Tyto tzv. Cauchyovy — Riemannovy podminky jsou postacujicimi podminkami
konzervativnosti silového pole.

(26)

Pro rovinnou ulohu (rovinné silové pole) odpada smér osy z a ze tfi podminek se stéva jedind
tvaru

F
TF, :h_ (27)
fy
Pro jednorozmérnou  Glohu ksile F(x) ex. potencidni  energie  jako
€. dE . _ .
F(x):-ﬂ—p:-d—pb E,(x)=- ¢F(x)dx+C pro libovolnou aditivni konstantu C.
X X

Potencidlni energie je uréena aZ na aditivni konstantu. Tuto konstantu, uréujeme volbou
nulové kladiny potenciélni energie.

PRIKLADY KONZERVATIVNICH SIL
a) tiha—volba nulové hladiny libovoln¢ (podle typu ulohy)

Priklady nekonzervativnich sil: pasivni U¢inky — zde se ¢&st mechanické energie preménuje
Vv energii tepelnou.



